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Caro Leitor,

Que efeitos a Inteligéncia Artificial terd sobre a Matemadtica e, mais amplamente,
sobre a sociedade que estamos construindo? Essa pergunta, que até pouco tempo
parecia assunto de fic¢do, hoje atravessa nossas salas de aula, nossos laboratérios,
nossas profissdes e até nossa maneira de ver e produzir imagens.

E justamente desse encontro entre técnica, ciéncia, imagem e vida social que trata
o primeiro artigo desta edicdo, em nossa secio HISTORIA. Em Ciéncias e Fotogra-
fia: 500 anos de Histéria (II), Ana Lucia Pinheiro Lima conclui seu vasto painel
sobre fotografia, industrializacdo, comunicacdo de massa, arte e ciéncia, até che-
gar as transformagdes contemporaneas mediadas por algoritmos matemaéticos. Na
secdo MEMORIA, revisitamos a trajetéria de Maria Augusta de Aratijo Moreno, pro-
fessora marcante na formacado matemadtica baiana e personagem central no pro-
cesso de modernizacao do ensino no Colégio de Aplicacdo e no entdo Instituto de
Matemadtica e Fisica da UFBA. Em PANORAMA, Yuri Lima nos convida a um passeio
por um dos cendrios mais fascinantes dos sistemas dinamicos: os bilhares. En-
tre modelos simples e regimes cadticos, o texto apresenta ideias centrais da area
e mostra como perguntas geométricas aparentemente concretas abrem caminho
para teorias profundas. Em TECNICA, Rafael Filipe dos Santos conduz o leitor por
um roteiro elegante sobre ntiimeros primos: da prova classica de Euclides e varia-
¢Oes em progressdes aritméticas a resultados sobre fatores primos de sequéncias
e distribuicdo dos primos, com exercicios instigantes ao final. J4 em PROBLEMA,
Yure Carneiro e Samuel Feitosa reinem uma sele¢do variada de desafios, com des-
taque para O Jogo do EL, transitando por temas de dlgebra, geometria, andlise e
combinatéria em questdes que convidam tanto a criatividade quanto ao rigor.

E, para terminar com uma nota bem-humorada: apesar de todas as incertezas
sobre a IA, uma coisa ja é certa: ela facilita bastante a vida do Editor. Seja na
revisdo de artigos, seja na criagdo de figuras. Na capa desta edicao, por exemplo,
pedimos ao ChatGPT que produzisse uma pintura no estilo de Edward Hopper
representando matemdticos jogando bilhar em uma mesa eliptica.

Salvador, 25 de julho de 2026.
O Editor
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Ana Lucia Pinheiro Lima

Introducao

Compreender a HISTORIA e o funcionamento do
mundo em que vivemos para, dai, entendermos o pa-
pel das ciéncias, e mesmo da nossa funcido dentro
dele, requer um olhar atento as estruturas que susten-
tam esse organismo vivo que € a sociedade humana.

Como vimos na primeira parte deste artigo!, ao fi-
nal do século XIX surge um novo tipo de poder cuja
forca se sustentava na producao industrial, na produ-
¢do e distribuicao de energia e na comunicacdo. E,
de certo modo, como veremos, essa nova estrutura
determinou os rumos das ciéncias e, consequente-
mente, de toda a sociedade no século seguinte. Ape-
sar da configuracdo social de hoje, aparentemente,
ser muito distinta daquela de mais de 100 anos atras,
ainda continuamos a discutir sobre industrializacao,
reindustrializacdo e desindustrializacdo, para falar-
mos sobre a producdo de riquezas; o controle das
fontes de energia, e também de outros recursos na-
turais, ainda continuam causando guerras; e a comu-
nicacdo tornou-se global.

O século XX testemunhou a maturidade de muitas
ideias nascidas no século XIX, ideias que hoje, no sé-
culo XXI, vemos se metamorfosear em frente aos nos-
sos olhos. A producdo de imagens por aparelhos foi
uma dessas invencées. Da unicidade dos daguerre6-
tipos a imaterialidade das imagens digitais e as ima-
gens criadas pelos algoritmos que controlam os su-
percomputadores chamados de inteligéncias artifici-
ais, 200 anos se passaram. O que a fotografia significa

lpublicada na edicdo anterior da Revista de Matematica Hipa-
tia.
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hoje?

A histéria do século XX passa pela construcido de
uma nova arquitetura social onde ciéncia e imagem
significam poder. No século XXI, vemos essa arquite-
tura em pleno funcionamento.

Mas, a rapidez em que toda essa transformacio
aconteceu tem consequéncias. E, no meio de tantas
mudangas, continuamos devidamente distraidos.

Nesta segunda parte do texto, vamos acompanhar
os principais acontecimentos histéricos do século XX,
tentando reconstruir o caminho percorrido pelas ci-
éncias até chegarmos a terceira década do século XXI.

Imperialismos, Industrializacao e Rela-
tividade

Os cinquenta primeiros anos do século XX podem ser
descritos como tempos de convulsdo: guerras mundi-
ais, revolugdes, colapso e ascensao de impérios, crises
econodmicas, crises das certezas.

As duas grandes guerras mundiais, a primeira ini-
ciada em 1914, que durou 4 anos, e a segunda que
ocorreu de 1939 a 1945, foram momentos de crise na
organizacdo e distribuicao do poder em todo o globo.
Iniciado sobre o dominio dos impérios coloniais eu-
ropeus, estabelecidos nos séculos anteriores, o século
XX encerra a sua primeira metade drasticamente di-
ferente, 0 mundo passa a ser bipolar e pds-colonial
[28, 24, 25].

De fato, nos anos da primeira década do século XX,
os impérios industriais a época controlavam grande
parte do planeta. Reino Unido, Franca, Bélgica,
Império Alemdo, Russia Imperial, Império Austro-
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Hungaro, Império Otomano, Japao, em rdpida ascen-
sdo, e Estados Unidos, tinham controle de extensas
areas da Africa e da Asia, incluindo partes do Oriente
Médio.

Na América Latina, o Brasil, que havia deixado de
ser colénia em 1822 e se tornado Republica em 1889,
fazia parte do sistema imperial econémico. A Ingla-
terra controlava o comércio maritimo mundial, inclu-
indo o “livre comércio” no Atlantico, e tinha forte pre-
senca no sistema bancdrio e na infraestrutura do paifs,
principalmente na constru¢do de ferrovias no terri-
toério brasileiro. Os Estados Unidos, com a Doutrina
Monroe (1823), inicialmente com objetivo defensivo
de “anti-colonialismo europeu nas Américas” passa,
posteriormente, a defender a “predominéncia norte
americana no hemisfério”; e a Franca, com a corrente
filosofica Positivismo, de onde se origina a expressao
Ordem e Progresso da nossa bandeira nacional, influ-
enciavam a politica e a cultura. Empresas alemas,
como a Bayer e a Siemens, se estabelecem no Brasil
em 1896 e 1905, respectivamente, liderando setores
industriais que surgiam no pais.

J4 em outros paises da regido as for¢as imperialis-
tas se manifestaram militarmente: entre 1890 e 1910,
Cuba, Porto Rico, Panam4, Colémbia, Nicardgua, Re-
publica Dominicana, Haiti e México estiveram envol-
vidos em conflitos militares com Estados Unidos ou
Franca.

Na primeira grande guerra, esses impérios compe-
tiam entre si por coldnias, e seus recursos, influéncia,
mercado, prestigio.

Ao final da primeira guerra, em 1918, as poténcias
europeias estavam enfraquecidas economicamente.
Colapsaram os impérios Austro-Htingaro, Otomano,
Alemao e o império Russo Czarista, ap6s a revolucao
Bolchevique, que levou o partido comunista ao po-
der. Em 1912, com a queda da dinastia Qing, encerra-
se mais de 2.000 anos de histéria do império Chinés.
Os Estados Unidos surge como o principal credor glo-
bal e, com sua estrutura industrial intacta, se con-
solida como lider na producdo industrial mundial.
E também o Japdo amplia a sua influéncia na Asia.
Apé6s a primeira guerra Sino-Japonesa (1894-1895),
da guerra Russo-Japonesa (1904-1905) e da primeira
guerra mundial, o Japao tinha anexado ao seu territ6-
rio a peninsula coreana, a ilha de Formosa (Taiwan),
além de algumas ilhas do Pacifico e concessoes terri-
toriais na China, que antes da primeira guerra esta-
vam sob dominio alemao.

No periodo chamado “entre guerras”, crises econo-
micas: a grande depressdo de 1929 é considerada a
pior crise econdémica do sistema capitalista; instabi-
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lidade politica e ressentimentos nascidos nas derro-
tas da primeira guerra se avolumaram, culminando
na segunda guerra mundial.

A Alemanha almejava tornar-se um império con-
tinental europeu, baseado, principalmente, em auto
suficiéncia de recursos naturais, e para isso preci-
sava conquistar o leste europeu e partes da Russia,
tornando-as coldnias alemas; e também um império
etnicamente puro e superior, o que justificava o geno-
cidio de judeus, ciganos, pessoas com limitacgoes fisi-
cas e mentais, homossexuais e do povo eslavo.

O Japao também almejava autosuficiéncia econd-
mica, leia-se: acesso a petréleo, ferro, borracha, car-
vao natural; e ser poténcia global. Para isso, o plano
era dominar a China, Coréia, Sudeste Asiatico e ilhas
do Pacifico, estabelecendo a “Grande Asia Oriental”.

A Itélia fascista sonhava com o tempo do Império
Romano e a influéncia sobre o Mediterraneo. Partici-
pou das invasdes da Albania (1939) e da Grécia (1940).

Estimativas afirmam que o total de mortos em con-
sequéncia da segunda guerra, incluindo fome e do-
encas, além dos conflitos armados, chega a mais de
50 milhdes. O holocausto judeu vitimou 6 milhdes
de pessoas. A Polonia perdeu quase 20% da sua po-
pulacado, quando 1,8 milhdes de civis nao-judeus fo-
ram mortos. A Russia, entre militares e civis, sofreu
a perda de mais de 20 milhdes de vidas. No total,
estima-se que mais de 20 milhdes de pessoas morre-
ram durante as ocupacdes japonesas. Na China, no
episédio conhecido como Massacre de Nanquim, du-
rante 40 dias, de dezembro de 1937 a janeiro de 1938,
foram mortas entre 200.000 e 300.000 pessoas.

As perdas humanas na Alemanha, na Itélia e no Ja-
pdo chegaram a 12,5 milhdes de pessoas, incluindo as
mais de 200.000 mortes decorrentes das bombas nu-
cleares lancadas, em agosto de 1945, sobre as cidades
japonesas de Hiroshima e Nagasaki.

As mortes foram em escala industrial.

Como uma resposta as atrocidades ocorridas, em
1948, foi adotada a Declaragdo Universal dos Direitos
Humanos, pela ONU - Organizacdo das Nac¢des Uni-
das, 6rgdo criado apds a segunda grande guerra, esta-
belecendo direitos e liberdades fundamentais aplica-
veis a todos os seres humanos sendo, desde entdo, a
base juridica, politica e ética do sistema internacional
dos direitos humanos.

As duas grandes guerras foram os primeiros mo-
mentos da histéria quando a industria teve papel de-
cisivo no resultado do conflito.

A guerra foi mecanizada. Muitos armamentos fo-
ram desenvolvidos nessa época: metralhadoras, tan-
ques, avides, gases toxicos, submarinos, porta-avioes,
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foguetes, misseis, radares, bombas atémicas. Com a
invencdo da bomba atdémica, a espécie humana era,
pela primeira vez, capaz, tecnicamente, de uma auto-
destruicao.

A producdo industrial usava o modelo criado por
Henry Ford (EUA, 1863 - 1947), que foi engenheiro na
Edison Illuminating Company e posteriormente fun-
dou a Ford Motor Company em 1903, em Michigan -
EUA. Com o lancamento do automével Ford Model T,
em 1908, Ford revolucionou a industria automobilis-
tica.

A logistica para a distribuicdo das armas, de ali-
mentos, combustiveis e pessoas durante os conflitos
usavam, fundamentalmente, os transportes férreos e
maritimos. O petréleo torna-se estratégico. E, sem
uma comunicacao eficiente, todo o sistema tornava-
se fraco. O rddio, o telégrafo, usando cédigos cripto-
grafados, eram usados para coordenar as acdes. A lo-
gistica passou a ser simbolo de modernidade.

Toda essa estrutura se refletia na vida da sociedade
civil. Com a ampliacdo e os novos desenvolvimentos
dos sistemas elétricos, de transporte, de telecomuni-
cagdes, que se tornaram cada vez mais complexos, o
cotidiano passou a ser mecanizado.

Nos grandes centros urbanos, o trabalho, o con-
sumo, a organizacdo das cidades, o ritmo da vida, a
sociedade inteira passou a ser moldada pelo modelo
de linha de producdo industrial.

Rédio, cinema e a imprensa também passaram a
funcionar como indtstrias. Durante as guerras passa-
ram a ser usados para mobilizar as populacdes e dis-
seminar ideias politicas.

O fenémeno denominado Indtistria Cultural pelos
filésofos e socidlogos da Escola de Frankfurt, movi-
mento originado no Instituto de Pesquisa Social da
Universidade de Frankfurt, Alemanha, na década de
1920, refere-se a percepcao de que a cultura também
podia gerar lucro. Na chamada Cultura de Massas, os
meios de comunicacdo vendem informacao e entre-
tenimento como mercadorias [35].

O individuo que vive na sociedade moderna indus-
trial percebe o espaco, o tempo e a propria identidade
de maneira diferente.

As pinturas do artista americano Edward Hopper
(1882) traduzem a sensacao de isolamento e siléncio,
paradoxalmente, em meio a multiddo e ao ritmo ace-
lerado que caracterizavam os ambientes urbanos na
época.

O movimento surrealista, iniciado em Paris, na dé-
cada de 1920, tinha como objetivo, segundo André
Breton, escritor francés lider do movimento e autor
do Manifesto Surrealista: “Resolver as condicbes ante-
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Figura 1: Nighthawks, Edward Hopper 1942

riormente contraditorias do sonho e da realidade em
uma realidade absoluta, uma super-realidade, uma
surrealidade.” [20].

Os artistas envolvidos no movimento eram influ-
enciados pelas teorias psicanalistas desenvolvidas por
Sigmund Freud (Austria, 1856) e usavam o inconsci-
ente como uma ferramenta na criacdo artistica. Os
surrealistas pretendiam resgatar a criatividade que,
segundo eles, estava sendo sufocada pelo raciona-
lismo, pelo dominio da légica e da razao. Como a vi-
oléncia das guerras havia criado uma espécie de desi-
lusdo sobre os avangos técnicos/tecnolégicos conse-
guidos com base nos conhecimentos cientificos atin-
gidos nas décadas anteriores, a proposta dos artistas
era que, na arte surrealista, o abstrato, o acaso, o ir-
real, o humor, os sonhos se combinassem livremente.
A ideia de “vida utilitaria”, que dominava a sociedade
industrial, deveria ser tensionada.

A fotografia surrealista foi uma experiéncia artis-
tica que transgrediu a nocdo de imagem fotogréfica
como “espelho do real” e fez da fotografia uma cons-
trucao da mente, consciente e inconsciente, com pro-
funda carga simbdlica. Para construir essas imagens,
os proprios recursos técnicos da fotografia eram usa-
dos como ferramentas para a criacao de outras reali-
dades.

Solarizagdo, rayografia, invengdes do artista visual
Man Ray (EUA, 1890), dupla exposi¢cdo, fotomonta-
gem, enquadramentos incomuns, borrdes, sombras,
espelhos, distorcoes, desfoques, manipulacdes qui-
micas eram algumas das técnicas utilizadas pelos ar-
tistas para sugerir instabilidade, irracionalidade, sen-
sacoes de memoria ou sonho, causando estranha-
mento, ambiguidade, sugerindo uma ruptura com a
percepcdo racional.

Os artistas surrealistas queriam revelar o lado
oculto da vida moderna: alienacdo, ansiedade e a
sensacao de perda da identidade.

Na primeira metade do século XX, aspectos técni-
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Figura 2: Fotomontagem. Dora Maar, c. 1935

cos relacionados a captacdo de imagens pelas lentes
das méquinas fotogréficas tinham atingido importan-
tes evolucoes.

A empresa Kodak lancou, em 1925, o filme no for-
mato 35mm que tornou-se o formato mais usado,
desde entdo, tanto para fotografia quanto para ci-
Em 1927, a empresa alema Leica, lanca a
primeira camera, ja utilizando os filmes de 35mm,
verdadeiramente portatil, possibilitando a ampliacao
dos temas e ambientes a serem fotografados; as ruas
dos centros urbanos e a guerra sdo dois exemplos de
assuntos que passam a ser registrados pelas lentes
das méquinas fotograficas.

nema.

Nesse periodo, o sistema 6ptico da méquina tam-
bém alcancgou niveis de exceléncia. Pesquisas reali-
zadas pela empresa alema Zeiss, fundada em 1846,
transformaram a fotografia em ciéncia aplicada, de-
senvolvendo teorias sobre distancia focal e abertura
do obturador que permitiam a producao de lentes lu-
minosas e precisas. A engenharia 6ptica desenvol-
vida também seria usada na industria da guerra e
na producdo de microscépios e telescépios. O mo-
delo Kise Exakta, lancada pela empresa alema Tha-
gee, em 1936, foi a primeira méaquina fotogréfica,
usando filme 35mm, produzida em escala industrial
com o sistema SLR (Single Lens Reflex), permitindo
que, através da mdaquina, o fotégrafo visualizasse,
com precisdo, a imagem que estava sendo captada.

A tecnologia para a transmissdo de imagens foto-
graficas através dos cabos telegréficos, e depois cabos
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telefonicos, utilizando o efeito fotovoltaico, foi desen-
volvida ainda nas primeiras décadas do século XX. Em
1906, Arthur Korn, matematico, fisico e inventor ale-
mao, criou o primeiro aparelho de varredura fotoe-
létrica [30]. Em 1910, o sistema era utilizado para a
transmissdo de imagens entre Berlim, Paris e Londres.

O sistema de Korn, chamado de felefotografia, se
baseia na propriedade da substancia selénio ser foto-
condutora, ou seja, a resisténcia da substancia muda
quando ele é iluminado: mais luz, menor resisténcia
elétrica, mais corrente circula; menos luz, maior re-
sisténcia, pouca corrente elétrica circula. A transfor-
macao da imagem em eletricidade ocorria expondo o
negativo da imagem a ser transmitida, em um rolo de
vidro que era iluminado. Apés a luz atravessar o ne-
gativo, era refletida sobre uma placa revestida de se-
lénio, ligada a fios condutores. A corrente elétrica ge-
rada pela mudanca de resisténcia do selénio variava
junto com a intensidade da luz filtrada pelo negativo
da imagem e era transmitida pelos fios a uma estacao
receptora. O aparelho receptor realizava a operacdo
inversa: eletricidade - luz - imagem.

Em 1922, usando sistemas mais complexos, foi
transmitida a primeira imagem fotografica entre Eu-
ropa e EUA. A célula de selénio foi um precursor dos
sensores das cAmaras digitais.

Foi ainda na primeira metade do século XX que
surgiram as primeiras tentativas de entender as ques-
toes filos6ficas decorrentes da produgdo e da trans-
missdo de imagens através de méquinas. No ensaio
“Pequena Histoéria da Fotografia” (1931) [6], o fildsofo
alemdo Walter Benjamin (1892) mistura filosofia com
histéria da técnica fotografica, histéria da arte, es-
tética e politica. Ele apresenta a ideia de que a fo-
tografia, com sua caracteristica de reprodutibilidade,
sua capacidade de congelar o instante, ampliar deta-
lhes, registrar movimentos, preservar rostos e gestos,
transforma profundamente a arte. Mais do que isso,
Benjamin defende que a invencao da técnica fotogra-
fica modifica nossa maneira de olhar, nossa percep-
¢ao de tempo, a memoria, a nossa relacdo com a re-
alidade. A fotografia revela, ao olho humano comum,
aspectos ocultos da realidade, um mundo invisivel ao
olhar, um mundo chamado por ele de inconsciente
optico, em paralelo ao inconsciente psiquico definido
por Freud.

Também pertencente a Escola de Frankfurt e for-
temente influenciado, além de Freud, pelas ideias de
Georg W. E Hegel (Alemanha, 1770), Karl Marx (Ale-
manha, 1818), Friedrich Nietzsche (Alemanha, 1844),
Charles Baudelaire (Franca, 1821), Walter Benjamin,
ha 100 anos, foi um dos pioneiros na discussdo so-
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bre como as tecnologias de producao e reproducao
de imagens transformam a prépria experiéncia hu-
mana. Seu pensamento foi revoluciondrio pois ques-
tiona como a técnica influencia nossa percepg¢ao,
como as imagens moldam a memdria, como o ca-
pitalismo, ao submeter a cultura a industrializacgao,
transformando-a em mercadoria, altera nosso olhar e
nosso modo de viver o mundo. Benjamin desapare-
ceu durante uma tentativa de fuga da Europa durante
a segunda guerra, quando tinha 48 anos.

O termo Zeitgeist, de origem alem3, pode ser tradu-
zido como “espirito do tempo” e refere-se aos valores,
ideias, crencas e modos de vida predominantes em
um certo periodo histérico. Embora nédo exista pen-
samento homogéneo em cada época e grupos sociais
diferentes vivam experiéncias distintas, o termo serve
para falar de um certo modo de pensar, sentir e per-
ceber o mundo em cada época.

O desenvolvimento das Ciéncias Humanas na vi-
rada do século XIX para o século XX foi uma resposta
a tentativa de entender essa nova sociedade moderna:
industrial, urbana e de massas. Antropologia, Socio-
logia, Filosofia. Psicandlise, Linguistica, Histé6ria, Eco-
nomia, Ciéncias Politicas; essas ciéncias surgem ou se
institucionalizam nesse periodo, reformulando seus
fundamentos para investigar essa nova realidade. A
percep¢do de que o mundo tradicional estava desa-
parecendo, o fim da certeza de que a histéria da hu-
manidade seguia um progresso inevitavel, como acre-
ditava o Iluminismo, e a descoberta de que o ser hu-
mano ndo é totalmente consciente e guiado pela ra-
740, leva a um outro modelo intelectual: que a capa-
cidade de compreensao humana depende da cultura,
da histéria, da linguagem, de estruturas inconscien-
tes e da posicdo e do ponto de vista do observador.
Ou seja, o contexto importa decisivamente e o sujeito
que observa nunca estd totalmente externo ao fenoé-
meno observado.

Relatividade é uma boa palavra para descrever essa
nova faceta da investigacao cientifica [31].

As Ciéncias Exatas, ao longo do século XX, também
foram transformadas por essa nova maneira de pen-
sar.

As teorias classicas de Newton e o eletromagne-
tismo de Maxwell ndo tinham respostas para novas
perguntas que surgiam. Experimentos envolvendo es-
trutura atdémica, efeito fotovoltaico, velocidade da luz,
radiacdo térmica desafiavam as teorias vigentes.

Se a luz é uma onda eletromagnética, em qual meio
ela se propaga?

As descobertas do fendmeno da radioatividade, por
H. Becquerel, em 1896, e dos elementos radioativos
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polénio e radio, em 1898, por Marie Curie (Polonia,
1867) e Pierre Curie (Franca, 1859), e a descoberta do
elétron, por J.J. Thomson (Inglaterra, 1856), em 1897,
mostravam que a estrutura atébmica ndo € indivisivel e
estavel, como se pensava, e a matéria podia se trans-
formar e, de alguma maneira, contém energia.

Em 1900, Max Planck (Alemanha, 1858), tentando
explicar teoricamente como objetos aquecidos emi-
tem luz e calor, propds pela primeira vez, e porque
era a Unica maneira que os resultados encontrados fi-
zessem sentido, que a energia ndo é continua, e sim
que era emitida em pequenos pacotes [39].

Em 1905, Albert Einstein (Alemanha, 1879) [12] pu-
blicou quatro trabalhos que se tornaram decisivos
para a pesquisa cientifica a partir daquele momento.
Nos artigos estavam determinados:

e fundamentos teéricos que explicam o efeito fo-
toelétrico e embasaria o conceito da dualidade
onda-particula da luz;

* modelo matemético para o movimento Browni-
ano (movimento aleatério de particulas suspen-
sas em um meio, como o pélen, por exemplo);

* teoria da relatividade especial: a velocidade da
luz é constante e nenhum referencial é privilegi-
ado;

* equivaléncia entre energia E e massa m:
E=mc",
onde c é a velocidade da luz.

Em 1915, Einstein publica a Teoria da Relatividade
Geral, onde ele descreve a gravidade como uma cur-
vatura do espaco-tempo causada pela massa dos cor-
pos.

Esses trabalhos redefiniram luz, matéria, energia,
massa, tempo e espaco.

A luz, agora, além de ser onda, passou também a
ser considerada particula.

A prépria nocao de particula se altera.

Na teoria cldssica de Newton, particula é conside-
rada um objeto de tamanho zero, que carrega energia
e se localiza em um lugar preciso do espaco e que se
movimenta com uma velocidade exata em qualquer
momento. A teoria das coordenadas, definidas por
Descartes, descreve muito bem esse modelo. Mas, a
partir do trabalho de Einstein, particula significa, di-
zendo de maneira simplificada, uma quantidade indi-
visivel de energia, com uma certa quantidade de mo-
vimento. Esse modelo é chamado particula quantica.
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Nos anos seguintes, nomes como Ernest Ruther-
ford (Nova Zelandia, 1871), Niels Bohr (Dinamarca,
1885), Louis de Broglie (Franca, 1892), Werner Hei-
senberg (Alemanha, 1901), Erwin Schrédinger (Aus-
tria, 1887), Max Born (Alemanha, 1882), Paul Dirac
(Inglaterra, 1902), desenvolveram um novo modelo
para a estrutura atébmica: os elétrons se localizam nao
em uma 6rbita, com trajetéria precisa ao redor do ni-
cleo do &tomo, mas sim em uma “nuvem”, que repre-
senta uma probabilidade do elétron estar naquela re-
gido. Os elétrons também sao particulas quanticas.

Segundo o principio da incerteza de Heisenberg
(1927), ndo é possivel conhecer simultaneamente a
posicdo e a quantidade de movimento do elétron, ou
das particulas quanticas em geral. O que temos é uma
probabilidade, um estado qudntico, que é descrito por
uma “funcdo onda”, e apresenta varias possibilidades
simultaneamente. Ao ser observado, ou seja, ao sis-
tema ser perturbado pela tentativa de medigao, a par-
ticula assume um valor especifico, o que é conhecido
como o “colapso da fun¢do onda”. Assim, proprieda-
des fisicas deixam de ser absolutas e passam a depen-
der da interacdo. O observador importa, a interagcdo
para a medicdo importa [22].

Os fundamentos teéricos matemadticos que estru-
turam esses novos conceitos e resultados foram es-
tabelecidos por John von Neumann (Hungria, 1903),
em seu livro “Mathematical Foundations of Quantum
Mechanics” (Fundamentos Matematicos da Mecéanica
Quantica, 1932) [51], onde ele usa operadores linea-
res auto adjuntos definidos em um espaco de Hilbert
complexo para estabelecer uma das primeiras formu-
lacdes axiomadticas da drea. Von Neumann realizou
pesquisa relevante em matemadtica, fisica, economia,
biologia tedrica, quimica, computacdo. Em 1926 e
1927, com bolsa da Fundacdo Rockefeller, trabalhou
na Universidade de Gottingen, um dos principais lo-
cais de pesquisa na época, sob a supervisao do mate-
matico David Hilbert (Alemanha, 1862) [34].

No século XIX, a pesquisa em matemaética também
tinha sido confrontada por resultados que abalaram
ideias que, na época, eram consideradas apropriadas
para descrever a realidade.

Em 1854, Georg Riemann (Alemanha, 1826) apre-
senta uma conferéncia em Gottingen, quando ele
apresenta uma generalizacdo da prépria definicdo de
geometria. Agora, ndo mais pensada a partir de pon-
tos ou retas no espaco, mas como n-uplas que res-
peitam certas regras, sendo a principal delas a que
envolve o célculo de distancia. Propriedades geomé-
tricas sdo determinadas exatamente pela maneira de
calcular distancia. Geometria passa a ser uma estru-
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tura matemadtica. A geometria riemanniana foi uma
ferramenta tedrica decisiva para a elaboracdo da teo-
ria da relatividade geral por Einstein.

Em artigos publicados a partir de 1874, Georg Can-
tor (Alemanha, 1845) criou a teoria dos conjuntos que
se tornou fundamental para toda a estrutura da mate-
madtica a partir dali. Dos seus resultados surge a defi-
nicao de vdrios tipos de infinitos, uns maiores do que
outros, o que foi um verdadeiro choque.

David Hilbert, em 1900, no Congresso de Matem4-
ticos em Paris, propds a solucao de 23 problemas com
0 objetivo de repensar a estrutura formal da mate-
madtica, procurando estabelecer axiomas fundamen-
tais que sustentassem logicamente toda a teoria ma-
tematica ja produzida e também a futura. Em uma
espécie de metamatemdtica, a matemadtica olharia a
prépria matemadtica: teoria matemdtica sobre teoria
matematica [42].

Em 1930, Kurt E Godel (Alemanha, 1906), com
seu Teorema da Incompletude [19], mostrou que uma
axiomatizacdo completa da matemadtica era impossi-
vel, pois “todo sistema formal, consistente, suficiente-
mente poderoso, ndo pode provar todas as suas ver-
dades usando seus préprios axiomas”. Ou seja, o sis-
tema formal da matemadtica ndo consegue alcancar
toda a verdade que contém.

No inicio do século, a matematica, a fisica, a qui-
mica e as ciéncias humanas passaram pelo momento
de superar verdades consideradas absolutas até en-
tdo, mas que nao serviam mais a nova realidade que
se impunha a partir das novas respostas que surgiam
[31].

Seguindo a proposta do método cientifico feita por
Galileu no século XVII, era 0 momento para novos
questionamentos. O préprio Hilbert, em um dos seus
problemas, apresenta uma pergunta sobre qual seria
o limite da computacao mecanica, o que é possivel de
ser calculado? Esses questionamentos estao proximos
dos objetivos da ciéncia da computagdo moderna.

Alan Turing (Inglaterra, 1912), considerado o “pai”
da computacdo, para responder a pergunta de Hil-
bert, criou, em seu artigo "On Computable Numbers,
with an Application to the Entscheidungsproblem”
(Sobre ntimeros contéveis e o problema de decisdo)
[47], de 1936, a chamada mdquina de Turing, um mo-
delo matemadtico abstrato capaz de, utilizando uma
“cabeca” de leitura e escrita, manipular simbolos or-
ganizados em espacos individuais, sobre uma fita de
comprimento infinito, de acordo com uma tabela de
instrucoes simples. Essa tabela de instrucoes simples
que devem ser realizadas pela maquina para encon-
trar uma resposta final € o que hoje chamamos de al-
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goritmo. Turing desloca a ideia de que calcular é con-
seguir um ntmero como resultado final para o pro-
cesso de obtencao desse resultado, que, segundo ele,
é precisamente seguir regras simbolicas. A resposta
conseguida por Turing para a pergunta de Hilbert é
que existem problemas matematicamente bem defi-
nidos que nao podem ser calculados através de um
algoritmo.

Assim, a logica e a computacdo teriam limitacdes
primordiais.

Também a pesquisa de Turing, e do seu orientador
de doutorado Alonzo Church (EUA, 1903), estabelece
a chamada tese de Church-Turing, na verdade uma hi-
potese: “tudo que pode ser calculado por uma lista de
regras simples, pode ser calculado por uma méaquina
de Turing”. Essa ideia moldou a natureza da compu-
tacdo como a conhecemos hoje.

Durante a segunda guerra, Turing participou da
equipe de cientistas que trabalharam para decifrar o
codigo criptogréfico utilizado nas comunicagdes en-
tre os alemaes e seus aliados. A experiéncia adquirida
nesse periodo influenciou no desenvolvimento das
primeiras maquinas de computacao eletronica depois
da guerra.

Mesmo todo o reconhecimento recebido pela rele-
vancia do seu trabalho cientifico, e as implicacdes na
vitéria dos aliados na guerra, ndo impediu que Turing
fosse condenado por homossexualidade e submetido
a um tratamento chamado “castra¢do quimica”. Tu-
ring morreu em 1954, por envenenamento por cia-
neto.

Outro projeto cientifico que teve influéncia deci-
siva no resultado da segunda guerra foi o projeto
Manhattan [26], de onde resultou a construcdo das
primeiras armas nucleares. ]. Robert Oppenheimer
(EUA, 1904), Enrico Fermi (Itélia, 1901), Richard Feyn-
man (EUA, 1918), Niels Bohr, J. von Neumann, en-
tre outros, trabalharam no projeto que se tornou um
grande esforgo internacional. Muitos dos cientistas
participantes nesse, € em outros projetos, eram re-
fugiados europeus e asidticos estabelecidos nos Es-
tados Unidos, fugindo das guerras. Surge assim, um
novo modelo de pesquisa, chamado Big Science, que
moldaria a pesquisa cientifica nas décadas seguin-
tes [16]. Com suporte financeiro estatal foram cons-
truidas grandes infraestruturas fisicas e institucionais
para a realizacdo de pesquisas de longo prazo, em te-
mas que passaram a determinar o poder e o desen-
volvimento das nacdes. O desenvolvimento das cién-
cias passa a ser estratégia de estado.

Ao final da segunda guerra, e da primeira metade
do século XX, a ordem no mundo estd transformada.
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As proximas quatro décadas teriam como principais
forcas de poder duas grandes poténcias mundiais: Es-
tados Unidos e Unido Soviética.

O mundo digital e a terceira revolucao
industrial

Dispositivos construidos para auxiliar na operacgdo de
cdlculos matematicos podem ser encontrados desde
a antiguidade da histéria da humanidade.

Milénios separam os quipus, usados pelas antigas
civiliza¢gbes andinas (c. 2.000 a.c.) e os primeiros dba-
cos, inventados pelos povos sumérios (4.000 a.c.) na
antiga Mesopotamia, atual Iraque, e depois usados e
aperfeicoados pelos chineses, gregos, persas, roma-
nos, japoneses, ao longo de séculos, da maquina con-
siderada o primeiro computador programdvel, inven-
tado por Charles Babbage (Inglaterra, 1791).

Em 1822, Babbage desenvolveu a mdquina de dife-
renga, totalmente mecanica, que usava engrenagens
para calcular raizes de polindmios usando o método
das diferencgas. As ideias de Babbage evoluiram para
o projeto de construcdo de uma méquina autbnoma,
chamada mdquina analitica, que recebia instrucoes
através de cartdes perfurados, de modo semelhante
as primeiras maquinas de tear automadticas do inicio
da revolucao industrial, eliminando a necessidade de
ajuste manual da engrenagem para a realizacdo dos
célculos. A matemadtica e escritora inglesa Ada Lo-
velace (1815) escreveu o primeiro algoritmo para ser
processado por esta maquina. Lovelace é considerada
a primeira programadora da histéria. O projeto para a
construcao da méquina, financiado pelo governo in-
glés, foi interrompido pelo seu alto custo.

Em 1931, o engenheiro elétrico e inventor ameri-
cano Vannevar Bush (1890) desenvolveu o analisa-
dor diferencial, computador analégico mecanico que
resolvia equagdes diferenciais através de integracio.
Bush participou do Projeto Manhattan e, em 1931,
foi diretor da Escola de Engenharia do MIT - Mas-
sachusetts Institute of Technology, universidade de
pesquisa privada, criada em 1861, pelo americano W.
Barton Rogers (1804), com a proposta de promover
a interacdo entre pesquisa cientifica e o desenvolvi-
mento da inddstria americana [11].

Um dos alunos de Vannevar no MIT foi Claude
Shannon (EUA, 1916). Em sua dissertacdo de mes-
trado (1938), intitulada “A Symbolic Analysis of Re-
lay and Switching Circuits” (Uma andlise simbdlica de
circuitos de relés e comutadores) [44], Shannon de-
senvolve uma teoria matemadtica para projetar circui-
tos elétricos.
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Relé é, basicamente, um interruptor acionado por
uma corrente elétrica.

A ideia de Shannon associa os dois estados do relé:
aberto/desligado e fechado/ligado, aos numerais 0 e
1, respectivamente. E observa que a digebra boole-
ana, teoria matemdtica criada por George Boole (In-
glaterra, 1815), no século anterior, também tratava de
dois estados l6gicos: 0/falso e 1/verdadeiro. Ou seja,
o relé e a dlgebra booleana tém a mesma estrutura 16-
gica.

As correspondéncias propostas por Shannon fo-
ram:

0 circuito aberto
circuito fechado
e ligacdo em série
ou | ligacdo em paralelo
nao inversor

Agora, era possivel projetar matematicamente cir-
cuitos elétricos, tornando-os mais eficientes e com
menos custo. A computacdo teorizada por Turing
passa a ser fisicamente, e eletricamente, possivel.

Ainda na segunda guerra, foram construidas ma-
quinas que usavam vdalvulas termibdnicas, com até
2.400 vélvulas, com o objetivo de quebrar cédigos
criptografados e otimizar operacdes militares. A vdl-
vula termidnica, ou tubo de vdcuo, foi inventada em
1904, pelo engenheiro elétrico e fisico John A. Fle-
ming (Inglaterra, 1849). A funcdo da vélvula é tam-
bém controlar o fluxo de eletricidade e, ao contra-
rio do relé, que possui partes elétricas e mecanicas,
o funcionamento das vélvulas é totalmente elétrico.

O computador ENIAC - Electronic Numerical Inte-
grator and Computer (1945), construido a partir de
um projeto financiado pelo Laboratério de Pesquisas
do Exército Americano, era uma méquina de 30 to-
neladas, com mais de 17 mil valvulas. Foi a primeira
madquina programdével Turing completa, ou seja, ca-
paz de simular qualquer médquina de Turing, o que
significava ter a capacidade de executar algoritmos
equivalentes a maquina universal de Turing.

A entrada e a saida de dados da maquina também
era feita através de cartdes perfurados. Os equipa-
mentos que liam os cartées de entrada e gravavam os
cartdes de saida eram produzidos pela empresa ame-
ricana IBM - International Business Machine Corpo-
ration, fundada em 1911. Esse tipo de equipamento
havia sido usado no censo populacional dos EUA, em
1890, e era um aperfeicoamento da maquina patente-
ada, em 1889, por Herman Hollerith (Alemanha/EUA,
1860), um dos fundadores da IBM.
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Ao visitar o projeto, John von Neumann propos
uma nova estrutura para a organizacdo do programa
do aparelho. Antes, a programacao era baseada na
posicao fisica dos cabos, interruptores e painéis de
controle. No que agora é conhecido como arquite-
tura de von Neumann, as instrucoes (algoritmos) e os
dados, ficam armazenados internamente na memo-
ria da maquina. Na época, a memédria do computador
ainda era um conceito no inicio do seu desenvolvi-
mento.

Na segunda geracdo de computadores, iniciada em
1955, as vélvulas que controlavam a corrente elétrica
pelo aquecimento de um filamento, processo cha-
mado de emissdo termionica, foram substituidas por
transistores. Em 1947, o Bell Laboratories, laborat6-
rio de pesquisa da empresa AT&T, do conglomerado
iniciado por Graham Bell [18], apresentou esse novo
dispositivo que controlava o fluxo da corrente elé-
trica, como as valvulas, mas funcionavam utilizando
as propriedades semicondutoras de materiais; inici-
almente os materiais usados foram o silicio e o ger-
manio, mas, rapidamente, o silicio passou a ser o ma-
terial predominante.
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Figura 3: Réplica do Primeiro Transistor, Bell Labs,
1947.

Em 1956, os pesquisadores americanos do Bell
Labs: William Shockley (1910), John Bardeen (1908) e
Walter Brattain (1902), receberam o prémio Nobel de
Fisica pela invencao. Foi o segundo Nobel recebido
por pesquisas realizadas no Bell Labs.

A primeira producdo industrial do transistor foi
feita pela Western Electric, fabrica também partici-
pante do conglomerado Bell.

Em 1953, a empresa japonesa Totsuko, atual Sony
Corporation, fundada em 1946, pelos japoneses Akio
Morita (1921) e Masaru Ibuka (1908), que trabalharam
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juntos em laboratério de pesquisa no exército impe-
rial japonés, durante a segunda guerra, negociou com
a AT&T e o Bell Labs a licenca para a producdo da
peca no Japdao. Embora a AT&T fosse uma empresa
privada, em contrapartida pelo monopdlio das tele-
comunicac¢des nos Estados Unidos, deveria seguir ori-
entacdes do governo do pais em assuntos de interesse
nacional. O Japao, depois da segunda guerra, esteve
sob ocupacdo militar dos EUA até 1952. A Sony foi a
primeira empresa a usar o transistor em aparelhos de
radio, televisores e gravadores [37].

No final da década, o primeiro transistor planar foi
desenvolvido por Mohamed Atalla (Egito - EUA, 1924)
e Daion Kahng (Korea - EUA, 1931), no Bell Labs.
O material semicondutor utilizado foi o silicio. No
mesmo ano, a arquitetura do MOSFET - metal-oxide-
semiconductor field-effect transistor, o primeiro tran-
sistor planar com a tecnologia MOS que usava um
campo elétrico ao invés de corrente elétrica, permi-
tia que seu tamanho fisico fosse diminuindo cada vez
mais e, consequentemente, 0 espaco que ocupavam
também. Os primeiros circuitos integrados, onde os
transistores sdo montados em uma tnica peca de si-
licio, foram inventados pelos americanos Jack Kilby
(1923), engenheiro elétrico, e Robert Noyce (1927), fi-
sico e empresario. Em 2000, os dois dividiram o pré-
mio Nobel de fisica, pela participacdo na invencao
dos chips, dando inicio a histéria dos microcompu-
tadores.

O primeiro comprador do novo dispositivo foi o
exército americano a empresa Texas Instruments,
onde Kilby trabalhava. Noyce participou da fundagado
da empresa Fairchild Semiconductors, em 1957, e da
Intel Corporation, em 1968, ambas sediadas na Ca-
liférnia. Noyce tinha o apelido de “Mayor of Silicon
Valley”. Em 1971, a Intel lanca o primeiro micropro-
cessador, em um tnico chip, com milhares de transis-
tores.

Outras contribui¢oes de Claude Shannon merecem
destaque.

Enquanto trabalhava no Bell Labs, em 1948, publi-
cou o artigo “A Mathematical Theory of Communica-
tion” (Uma teoria matemadtica da Comunicacao) [45].
Logo no inicio do texto ele afirma: “Frequentemente
as mensagens possuem significado. (...) Esses aspec-
tos semdnticos da comunicagdo sdo irrelevantes para
a engenharia. O aspecto importante é que a mensa-
gem a ser enviada é uma selecionada de um conjunto
de possiveis mensagens. O sistema deve ser projetado
para operar para toda possivel selegdo, ndo apenas
para a qual foi selecionada.”

Esse modelo de sistema de comunicac¢ao tornou-se

10 Revista de Matematica Hipatia

o padrdo das telecomunicagdes. Pela primeira vez a
palavra bit, digito bindrio, era usada para represen-
tar a escolha entre duas opcdes igualmente provéveis.
Toda mensagem, independente do significado, pode
ser representada por uma sequéncia de bits. Essa
ideia é a base para toda tecnologia digital.

Em 1951, Shannon trabalhando para a CIA - Cen-
tral Intelligence Agency, realizou pesquisas sobre
criptografia. No artigo “Communication Theory of
Secrecy System” (Teoria da comunica¢do do sistema
secreto, 1949) [46], ele usa a sua teoria da informacao
para desenvolver uma andlise matemadtica para defi-
nir a seguranca de uma chave criptografica. O AES
- Advanced Encryption Standard, padrdo de cripto-
grafia usado atualmente, considerado o mais seguro,
baseia-se na teoria de Shannon.

Entre 1956 e 1978, Shannon foi professor no MIT,
onde pesquisou sobre inteligéncia artificial, sendo
um dos organizadores do evento “Dartmouth Sum-
mer Research Project on Artificial Intelligence", em
1956, considerado o evento fundador dessa area de
pesquisa.

As pesquisas feitas por Claude Shannon desempe-
nharam papel basilar no desenvolvimento das tecno-
logias que hoje chamamos de mundo digital.

Outra contribuicdo das pesquisas feitas no Bell
Labs foi o desenvolvimento da fecnologia de transmis-
sdo de informacdo via satélite.

Em 1945, o inventor e escritor inglés Arthur C.
Clarke (1917) publicou o artigo “Extra-territorial re-
lays - Can rocket stations give worldwide radio cove-
rage?” (Relés extraterritoriais - Estacoes de foguetes
podem fornecer cobertura mundial?), na revista Wi-
reless World, dedicada a assuntos relacionados a co-
municacdo sem fio. No texto, o autor, que possuia for-
macao académica em matemadtica e fisica, apresenta
a ideia do uso das drbitas estaciondrias em torno da
Terra, descritas inicialmente por Herman Potocnik,
engenheiro e militar austro-hiingaro, em 1928, para
a construcao de um sistema de comunicacoes de al-
cance global [54].

Em 1957, foi lancado ao espacgo o satélite Sputnik
1, o primeiro satélite artificial, pelo programa espacial
da Uniao Soviética. Durante trés semanas, até a ener-
gia armazenada em uma bateria de prata e zinco ter-
minar, o aparelho emitiu sinais de rddio a Terra. Em
janeiro de 1958, o satélite saiu de 6rbita, caindo na
Terra. Os dados obtidos com o monitoramento des-
ses sinais deram origem a pesquisa que resultou no
desenvolvimento do GPS - Global Positioning System
[43].

O programa espacial soviético atingiu, além do lan-
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camento do Sputnik 1, outros grandes feitos: desen-
volveu o primeiro missil intercontinental; enviou o
primeiro animal, a cachorra Laika, e os primeiros hu-
manos, ao espaco: o astronauta russo Yuri Gagarin
(1937) em 1961; a primeira mulher astronauta Valen-
tina Tereshkova (URSS, 1937), em 1963. Em 1965, o
astronauta Alexei Leonov (1934) foi o primeiro a ca-
minhar no espago. A primeira estacao espacial, em
1971, o primeiro satélite a tocar a lua (1959) e os pri-
meiros satélites a tocar Vénus, em 1970, e Marte, em
1971.

O espaco foi um dos cendrios da disputa entre
EUA e URSS, no periodo p6s-guerra, conhecido como
Guerra Fria [25].

Em 1958, um ano apés o lancamento do Sputnik 1,
0 governo americano cria a NASA - National Aeronau-
tic and Space Administration.

Em 1969, o projeto Apolo, programa da NASA, lanca
a nave Apollo 11, que levou a lua os primeiros hu-
manos. Neil Armstrong e Buzz Aldrin pousaram na
lua em 20 de julho de 1969. Trés dias depois, a nave
trouxe os astronautas de volta a Terra em seguranca.

Imagens fotogréficas foram feitas com madaquinas
da empresa sueca Hasselblad, adaptadas as condi-
coes especificas da viagem lunar. S3o das imagens,
fotogréaficas ou nao-fotograficas, mais importantes
feitas até hoje.

Figura 4: Edwin “Buzz” Aldrin on the moon’s surface
Apollo 11 mission ©NASA.

Estima-se que a transmissdo do pouso dos astro-
nautas na lua foi assistida por mais de 600 milhoes
de espectadores ao redor do globo terrestre e é con-
siderado o primeiro evento verdadeiramente com es-
cala mundial da era da comunicacdo de massa, sendo
também o auge de décadas de pesquisa para a trans-
missdo de imagens em movimento.

Com o invento de Arthur Korn no inicio do sé-
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culo, sabia-se que era possivel transformar imagens
em corrente elétrica. Em 1884, um aparelho chamado
disco de Nipkow, um disco perfurado em espiral, foi
inventado pelo alemao Paul Nipkow (1860). O invento
fazia uma varredura da imagem em linhas. A palavra
televisdo, juncao do prefixo grego Tele (TfjAe - a dis-
tancia) e da palavra latina visio (visdo), foi usada pela
primeira vez num artigo de 1900. Nas décadas seguin-
tes, a tecnologia de captagdo e transmissdo de ima-
gem, inicialmente usando fios e depois usando ondas
de radio, foi se aperfeicoando.

A primeira rede regular de transmissdo de televi-
sdo foi a BBC - British Broadcasting Corporation, em
Londres, fundada pelo governo da Gra-Bretanha, em
1922. Em 1936, o governo nazista alemdo fez trans-
missdes ao vivo da Olimpiada de Berlim, em salas pt-
blicas da capital alema. Era o inicio das transmissdes
de eventos esportivos e também do uso politico da
TV. A empresa RCA - Radio Corporation of America,
na Feira Mundial de Nova Iorque de 1939, apresentou
ao publico americano um sistema de televisdo preto
e branco totalmente eletronico. Na década de 1950, a
televisdo tornou-se produto de massa.

A pesquisa para o uso de micro-ondas (ondas de
frequéncia entre 300 MHz e 300 GHz) para a trans-
missao de dados foi acelerada durante as guerras. O
desenvolvimento dos radares é um produto resultante
dessas pesquisas. A transmissdo via satélite também.
Em 1962, o satélite Telstar, desenvolvido pela Bell
Labs, foi lancado ao espaco. De propriedade da AT&T,
era usado em associacdo com a NASA e os governos
inglés e francés. As seis estacOes terrestres para se
comunicar com o satélite localizavam-se nesses pai-
ses e também no Canad4, Itdlia e Alemanha Ociden-
tal. Com os satélites Telstar 1 e 2 foi possivel reali-
zar transmissoes de TV e ligacdes de telefones com
alcance global.

A ideia de Clark de que trés satélites geoestaciona-
rios seriam suficientes para realizar a comunicacdo
em todo o globo terrestre foi realizada com os saté-
lites Syncom 1, 2 e 3, entre 1961 e 1964, pela NASA,
sendo os satélites produzidos pela Hughes Aircraft
Company, atual Boeing Satellite Development Center.

A energia necessdria para que os circuitos elétri-
cos dos satélites funcionassem era produzida através
da luz solar captada por painéis solares e armazena-
dos em baterias de niquel/cddmio. Os painéis solares
também sdo um produto desenvolvido pelo Bell Labs.
O mesmo processo de manipulacdo do silicio, base-
ado nas suas propriedades semicondutoras e fotoe-
létricas, é a base que sustenta o funcionamento dos
painéis solares.
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A primeira célula solar de silicio funcional, que po-
deria ser industrializada, foi produzida em 1954 e ti-
nha 6% de eficiéncia. Os russos também desenvolve-
ram a tecnologia dos painéis solares e o satélite Sput-
nik 3 (1958) j4 usava a luz como fonte de energia.
Hoje, a taxa de eficiéncia dos painéis solares atinge
uma média de 20%. As maiores fabricantes de painéis
solares e de componentes usados na montagem dos
painéis, atualmente, sdo empresas chinesas que sdo
responsaveis por 80% da producdo mundial de pai-
néis solares.

Uma questdo que surgiu logo nos primeiros anos
ap6s a construcao dos computadores foi o fato de
toda informacdo fornecida as maquinas serem dados
que, de alguma forma, ja haviam sido processados.

Com o objetivo de automatizar essa operacdo, em
1957, o engenheiro Russel Kirsch (EUA, 1929) e ou-
tros pesquisadores do NBS - National Bureau of Stan-
dard, agéncia de pesquisa do governo americano, de-
senvolveram o primeiro scanner de imagem digital.
Em “Experiments in Processing Pictorial Information
with a Digital Computer” (Experimentos no processa-
mento de informacdes pictéricas com um computa-
dor digital), os autores apresentam o aparelho scan-
ner, detalham seu funcionamento e apresentam um
conjunto de rotinas para o computador processar es-
ses dados. No texto, é usado o termo picture elements,
que depois passou a ser chamado pixel, para designar
a unidade digital de uma imagem. A primeira ima-
gem escaneada, da filha de Hirsch, era formada por
30.976 pontos/pixels, distribuidos em uma matriz de
176 x 176 pixels. Também nesse artigo, estdo sugeri-
das aplicacoes dessa nova técnica de discretizacdo de
uma imagem nas dreas de criminologia, localizacdo
geogréfica, psicologia e neurologia [29].

Em 1968, o engenheiro elétrico Peter J. Noble (In-
glaterra, 1940) publicou o artigo “Self-scanned sili-
con image detector arrays” (Matrizes de detectores
de imagem de silicio com varredura automaética) [38].
Trabalhando como pesquisador na empresa inglesa
Plessey Company, que buscava construir uma ma-
quina para automatizar a leitura dos nimeros em um
cheque bancdrio, Noble desenvolveu o primeiro sen-
sor de imagem. Na época, a proposta ndo foi comer-
cializada por dificuldades técnicas. A ideia estava 20
anos a frente da capacidade de producdo tecnoldgica.

Em 1969, os pesquisadores Willard Boyle (Canada,
1924) e George Smith (EUA, 1930), trabalhando no
Bell Labs, desenvolvem o sensor CCD - Charge-
Coupled Device, uma espécie de chip que converte
luz em carga elétrica [8]. O funcionamento do sen-
sor CCD é semelhante ao do transistor MOS - metal-
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oxide-semicondutor. Utilizado em equipamentos de
alta precisdo, como satélites e aparelhos médicos,
esse tipo de sensor acumula a carga elétrica gerada
pela luz em capacitores que enviam a carga “em fila”
para um amplificador e, em seguida, sdo transforma-
dos em dados digitais. O sensor é uma matriz de fo-
todiodos, cada fotodiodo correspondendo a um pixel
da imagem, que mede a quantidade de luz recebida
e transforma em eletricidade, mas todo o processa-
mento dos dados € feito em outros dispositivos.

Novamente, 0 homem constréi um dispositivo ca-
paz de criar imagens usando a luz. Agora, ndo mais
baseado no escurecimento de substdncias, como a
prata, mas sim, utilizando o efeito fotoelétrico do sili-
cio. Boyle e Smith, em 2000, receberam o prémio No-
bel de Fisica pela invencao.

Mais de 20 anos depois, em 1993, foi desenvol-
vido o sensor CMOS - Complementary MOS. O artigo
“CMOS Image Sensors: Electronic Camera on a chip’,
de autoria de Eric R. Fossum (EUA, 1957) [14], traz a
principal realizacdo das pesquisas realizadas nos la-
boratérios da NASA na Caltech - California Institute
of Technology. Nesse tipo de sensor, todas as eta-
pas para a construcdo da imagem digital é feita em
um Unico chip. O uso do dispositivo chamado fotodi-
odo pinado, patenteado por Nobukazu Teranishi (Ja-
pdo, 1953), em 1981, foi fundamental para o funcio-
namento do sensor CMOS. Na década de 1990, o Ja-
pdo era o principal fabricante mundial de méquinas
fotogréficas digitais, utilizando sensores CCD, e tam-
bém das pesquisas em busca de uma melhor quali-
dade de imagem digital.

A possibilidade de criar imagens digitais usando
apenas um chip foi o ponto de partida para a cor-
rida pela minimizacao das camaras fotograficas digi-
tais, chegando as cameras dos celulares de hoje. A
Kodak saiu na frente dessa corrida, construindo, em
1975, o primeiro protétipo de camera digital. Pro-
jetada pelo engenheiro Steven Sasson (EUA, 1950), a
madquina pesava 3,6 kg, usava um sensor CCD, com
resolucdo de 100x100 pixels, gravava a imagem cap-
tada em uma fita cassete. A visualizagdo era feita em
uma TV.

No mesmo ano, Bryce E. Bayer (EUA, 1929), tam-
bém trabalhando na Kodak, inventou o padrao que
ficou conhecido como filtro Bayer, que seria usado
para registrar as cores das fotografias na grande mai-
oria das cameras digitais. Organizados em uma ma-
triz, com cada entrada correspondente a um fotodi-
odo, filtros nas cores vermelho, verde, azul, na pro-
porc¢do 25%, 50% e 25%, respectivamente, funcionam
como os filtros desenvolvidos na criacao da fotografia
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Figura 5: Primeira Camera Digital, Kodak, 1975.

colorida analégica, 100 anos antes. Toda a ideia tendo
como inspiracdo o funcionamento do olho humano.

A reconstrucdo da imagem a partir do processa-
mento dessa matriz de dados que representam a in-
tensidade da luz e a cor filtrada por cada diodo é feita
por programas, ou algoritmos, no componente ISP
- Image Signal Processor. Existem varios fabricantes
deste tipo de dispositivo: Canon Inc. - DIGIC; Ni-
kon Corporation - EXPEED; Sony Corporation - BI-
ONZ; sdo alguns deles. As empresas fabricantes de
cameras digitais desenvolvem seus préprios algorit-
mos para processar os dados brutos coletados pelos
sensores. Os algoritmos, usando vérios tipos de in-
terpolacdo e outros métodos, realizam ajustes nao s6
nas cores, de certo modo suavizando “a grade” en-
tre os pixels, mas também no contraste, nitidez, ba-
lanco de branco, e corrige possiveis pixels defeituo-
sos. O que consideramos como qualidade de uma cé-
mera digital, incluindo a de celulares, depende tanto
da parte elétrica do sensor, quanto do algoritmo que
processa os dados [21].

A enorme quantidade de dados necessérios para
produzir uma imagem digital logo mostrou-se um
problema para seu armazenamento e também sua
transmissdo. Uma foto colorida de 1000x1000 pixels
possui 1.000.000 pixels, e milhdes de valores numéri-
Cos.

Contando com a incapacidade do olho humano
perceber todos os detalhes de uma imagem, foram
desenvolvidos os algoritmos de compressdo com per-
das.

Em 1974, Nasir Ahmed (India/USA, 1940), traba-
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lhando na Kansas State University criou o algoritmo
DCT - Discrete Cosine Transform [4] que, baseado na
teoria das transformadas de Fourier, consegue identi-
ficar os padroes de variacdo da luz na imagem cap-
tada e retirar os dados que ndo descrevem as vari-
acoes que sdo consideradas relevantes para a cons-
trucdo da imagem digital. Em 1992, foi divulgado o
padrdo JPEG, um formato universal para as imagens
fotogréficas digitais, que combina o algoritmo DCT,
com conversdo de cores e também outros tipos de al-
goritmos de compressdo. O nome JPEG - Joint Photo-
graphic Experts Groups refere-se a um comité origi-
nado de grupos de estudos da UIT - Unido Internaci-
onal de Telecomunicacdes, agéncia especializada da
ONU, criada em 1957, responsavel pelos padroes téc-
nicos globais para redes, internet e tecnologia de in-
formacao.

As imagens digitais estavam prontas para participar
da rede de comunicagdes global chamada internet.

A internet nasce como um sistema de comunica-
¢do entre computadores. No final da década de 1960,
a ARPANET - Advanced Research Projects Agency
Network, uma rede para comunicac¢do militar, que co-
nectava grupos de pesquisa em universidades, labo-
ratoérios, institutos contratados pelo Departamento de
Defesa dos EUA, tinha o objetivo de compartilhar da-
dos e softwares com rapidez e acessar computadores
remotamente [1].

O envio dos dados ao longo da rede era feito “em
pacotes”, tecnologia baseada nas teorias matemdticas
dos grafos e das filas. Inicialmente, foram utilizados os
cabos das companbhias telefonicas para transportar os
dados mas, na década seguinte, a empresa americana
Corning Incorporated, fabricante de vidros, que pro-
duziu o vidro da lampada criada por Edison, usa esse
material para desenvolver a fibra dptica, com capaci-
dade de transmitir dados em alta velocidade. As pes-
quisas sobre a transmissdo de dados através da luz,
que haviam se iniciado ainda no século XIX, atingem
resultados que tornam possivel a aplicacdo na indus-
tria da telecomunicacdo digital. Com a invenc¢do do
LASER - Light Amplification by Stimulated Emission
of Radiation, teoria formulada por Einstein em 1917,
os bits passam a ser transmitidos como pulsos de luz
(3].

Na década de 1980, as fibras 6pticas sdo instaladas
em grande escala. O desenvolvimento dos amplifica-
dores Opticos permitiu que os sinais fossem transmi-
tidos em longas distdncias sem perder informagao. O
funcionamento do EDFA - Erbium Doped Fiber Am-
plifier se baseia na chamada emissdo estimulada, que
é o mesmo principio fisico do laser. No caso do EDFA,
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as fibras de vidro sdo dopadas por d4tomos de érbio,
elemento quimico metélico pertencente ao grupo das
terras raras. Atualmente, mais de 95% das transmis-
soes de dados da internet sao feitas através de cabos
opticos.

A internet que usamos no dia-a-dia é, na verdade,
“apenas” uma parte dessa grande infraestrutura for-
mada por cabos submarinos, fibras épticas, roteado-
res, servidores, computadores e celulares conectados.
A www. - world wide web, onde encontramos sites
de empresas, redes sociais e outros sites, onipresentes
no cotidiano contemporaneo, foi inventada, no final
da década de 1980, por Tim Berners-Lee (Inglaterra,
1955), a época pesquisador do CERN - European Or-
ganization for Nuclear Research [7].

A invencdo de uma linguagem para estruturar
pdginas, HTML ; do enderegcamento de um recurso,
www. .com ; do protocolo para solicitar pdginas,
HTTP, tornaram a internet acessivel a sociedade em
geral, ndo mais ficando restrita a centros de pesquisas
e universidades com usudrios com o conhecimento
técnico necessdrio para lidar com comandos e codi-
gos, e com conhecimento cientifico para entender, ou
ao menos saber, quais teorias cientificas estdao envol-
vidas na invencdo. O link funciona como o botdo
da méquina fotogréfica portétil, langada pela KODAK
cerca de 100 anos antes, afastando o conhecimento
cientifico dos usudrios dos aparelhos.

Em 1992, fazendo testes com as novas ferramen-
tas acrescentadas a www., os pesquisadores do CERN
publicaram a primeira fotografia digital na rede. Na
imagem, aparece o grupo musical Les Horribles Cer-
nettes, formado por funciondrias e colaboradoras do
centro de pesquisa. O fotégrafo que registrou a
imagem, Silvano de Genaro, também trabalhava no
CERN. Ele utilizou um dos primeiros programas de
edig¢do de imagens digitais disponiveis para computa-
dores pessoais, para manipular a imagem. Predomi-
nantemente textual, a world wide web comeca a ter o
aspecto visual no qual estamos imersos hoje.

Observar a evolugcdo dos computadores pessoais,
desde o lancamento, em 1971, do microprocessador
Intel 4004, projetado inicialmente para funcionar em
calculadoras, é acompanhar a formacdao de um novo
tipo de organizacao empresarial que hoje faz parte da
estrutura de poder global.

Inicialmente vendido como um kit de pecas, o
computador Altair 8800, fabricado pela MITS - Micro
Instrumentation and Telemetry Systems, foi lancado
em 1975, usava processador Intel 8800, ndo possuia
teclado, video, memoria externa. Os comandos eram
feitos através de chaves e luzes no painel frontal.
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Bill Gates (EUA, 1955) e Paul Allen (EUA,1953) fun-
daram a empresa Microsoft, em 1975, para comer-
cializar o software BASIC interpreter, criado por eles
para rodar no Altair, na tentativa de auxiliar no ma-
nuseio do aparelho.

Ainda na década de 1970, Steve Warwick (USA,
1950), Ronald Wayne (EUA, 1934) e Steve Jobs (EUA,
1955), fundaram a empresa Apple. O computador
produzido pela empresa tinha teclado, video colorido
e armazenamento em disquete. A relacdo do usuério
com os computadores se transforma.

A IBM lanca, em 1980, o IBM - Personal Compu-
ter, com sistema operacional desenvolvido pela Mi-
crosoft. Em 1984, a Apple realizou o langamento do
computador Macintosh nos Estados Unidos, com um
comercial de TV, dirigido pelo cineasta inglés Ridley
Scott, transmitido durante o evento esportivo Super
Bowl XVII. O video, intitulado 1984, refere-se ao livro,
sobre um futuro distépico, escrito por George Orwell
em 1949.

E, com chips cada vez menores, a portabilidade
desses aparelhos também aconteceu durante as pri-
meiras décadas da invencao.

Foram necesséarios menos de 20 anos entre o lanca-
mento do primeiro iPhone, pela Apple em 2007, onde
telefone, camera, internet estavam integrados ao apa-
relho que, pela primeira vez trazia a tela sensivel ao
toque, do lancamento dos primeiros computadores
portéateis: PowerBook, Apple - 1990, e ThinkPad, IBM
- 1992; e do considerado primeiro smartphone, o Si-
mon Personal Computer, IBM - 1994, aparelho pro-
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jetado pela IBM, produzido pela Mitsubishi Electric,
empresa membro do Mitsubishi Group, fundado no
Japdo em 1870, e distribuido nos EUA pela BellSouth
Cellular Corp., empresa do Grupo Bell.

Em 1999, a empresa japonesa KYOCERA, lanca o
VP-210, visual phone, o primeiro aparelho celular
com camera fotografica digital integrada. As imagens,
de baixa resolucao, eram enviadas, com baixa veloci-
dade, através da rede digital de celulares japonesa.

Em 2000, a empresa japonesa Sharp Corporation,
em parceria com a operadora J-phone, lancam o J-
SHO04, o primeiro celular associado a uma rede com-
pleta: fotografar, anexar a mensagem, enviar a outra
pessoa. O servico de envio de imagens por email Sha-
Mail (Sha Mru, Picture Mail) estava integrado ao apa-
relho.

No ultimo ano do século XX, o gesto que fazemos
hoje “tirando selfie” segurando um celular, de modo
automatizado, seria uma boa imagem para uma pré-
via das décadas seguintes.

Na virada do século XX para o século XXI, a rede de
transmissdo de celulares do Japdo era uma das mais
avancadas do mundo.

O desenvolvimento da tecnologia de funciona-
mento do sistema de antenas de ondas de rddio que
estrutura a comunicacgdo entre aparelhos de telefonia
mével também passou pelo Bell Labs. Na década de
1940, os engenheiros americanos William R. Young Jr.
(1915) e Douglas H. Ring (1907), trabalhando no la-
boratoério, propuseram como solucdo do problema da
baixa capacidade e da alta interferéncia das transmis-
soes de sinais telefonicos via ondas de radio, trocando
0 uso de uma Unica antena de transmissdao poderosa
por uma rede de antenas distribuidas em subaéreas,
chamadas células (cell). Dai o nome de telefonia ce-
lular [2].

Nos anos 1960 e 1970, o problema da mobilidade
foi resolvido com o novo conceito de handoff, que
permite a transferéncia automdtica da mesma liga-
¢do entre as antenas. Vdrios cientistas participa-
ram do desenvolvimento do AMPS - Advanced Mobile
Phone System, o primeiro sistema celular moderno
em grande escala, que se tornou o padrao da rede 1G
nos EUA e no Japao, no inicio dos anos 1980. A rede
1G era analdgica e transmitia apenas voz.

Nos anos 1990, a segunda geracao da rede de tele-
fonia celular 2G passa a ser digital, permitindo o en-
vio de mensagens de texto. O sistema passa a ope-
rar em mais paises. No Japao, a principal operadora
do sistema lanca o servico i-mode, permitindo acesso
a sites e servicos online, incluindo email. Foi nesse
contexto que o primeiro celular com camera conec-
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tado a rede surgiu, em 2000. Apenas dois anos an-
tes, em 1997, o engenheiro americano Philippe Kahn,
usou trés aparelhos: uma camera digital, um celular e
um computador portétil, conectados por cabos, para
enviar, para familiares e amigos, uma foto da filha re-
cém nascida, desenvolvendo um “novo conceito”:

produzir uma imagem e compartilhar essa mesma
imagem instantaneamente para milhares de pessoas.

A industria da comunicagdol/informagdo, iniciada
com a invencao do telégrafo, passa a transmitir texto,
som e imagens transformados em Os e 1s, alcancando
todo o globo. Nessa nova globalizacao, todas as re-
lagbes precisaram ser readaptadas as novas tecnolo-
gias. Inclusive a industria em geral. Durante a se-
gunda metade do século XX e das duas primeiras dé-
cadas do século XXI, primeiro o computador e, em se-
guida, o celular e a internet, sdo incorporados a pro-
ducdo, comercializacao e distribuicdo de mercadorias
e servicos. A terceira revolucdo industrial também é
chamada de a era da informagdo [9], [10].

Além das equipes trabalhando em grandes labora-
térios, a cooperacdo internacional e a interdisciplina-
ridade também caracterizam a estrutura de Big Sci-
ence das pesquisas cientificas na época.

Além do CERN, outros projetos sdo bons exem-
plos de internacionalizacdo e de interdisciplinari-
dade. O Projeto Genoma Humano, iniciado na dé-
cada de 1990, apresenta seus primeiros resultados em
2000. Os dados finais estdo disponiveis em bancos
de dados na internet. Em 1988, a ONU cria o IPCC
- Intergovernmental Panel on Climate Change, para
compilar e analisar os dados cientificos relacionados
as mudancas climdticas. A Estacdo Espacial Interna-
cional, montada entre 1998 e 2011, envolveu agén-
cias espaciais dos Estados Unidos, Russia, paises eu-
ropeus, Japao e Canadd. A astronomia também se
beneficiou das colaboracoes. Os projetos Hubble, Ja-
mes Webb, Event Horizon Telescope (buraco negro),
LEGO/VIRGO (ondas gravitacionais) continuam pro-
duzindo dados para novas pesquisas.

O Bell Labs talvez seja o maior exemplo dessa es-
trutura montada para a producao de ciéncias [18].
Num mesmo lugar trabalhavam cientistas tedricos:
matemadticos, fisicos, quimicos; cientistas experimen-
tais e engenheiros. Os projetos que buscavam aplica-
¢oes na industria nasciam de discussoes entre a teoria
e a prética.

Na década de 1980, uma grande transformacao
atinge o laboratério. A razdo dessas mudangas tam-
bém é sintomdtica de uma nova etapa da histéria
das ciéncias. Com o fim do monopélio da empresa
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AT&T sobre o sistema telefonico dos Estados Unidos,
a fonte dos recursos que mantinham as pesquisas
deixou de existir. O Bell Labs é dividido e passa a fazer
parte de novas corporacoes. Atualmente, parte dele
existe como o Nokia Bell Labs.

O desenvolvimento das novas tecnologias, ironica-
mente com a fundamental participagdo do Bell Labs,
cria espago para outras empresas participarem desse
novo mercado de tecnologia digital.

Foi uma época quando as teorias que defendem a
livre concorréncia como um caminho para o desen-
volvimento, o que hoje é chamado de neoliberalismo
econdomico, ganharam forca.

A Microsoft foi uma das beneficidrias do fim do
monopolio das telecomunicacdes. O ambiente com-
petitivo no setor foi propicio a expansdo do uso dos
computadores pessoais, de modems e também de
softwares, produto vendido pela empresa.

Yahoo (1994), Amazon (1994), Google (1998) sur-
gem nesse momento de diversificacdo da infraestru-
tura das telecomunicacdes e da expansao da internet
comercial.

No Brasil, o sistema de telecomunicagdes e a pes-
quisa na 4rea se iniciam em 1965, com a criacdo da
Embratel - Empresa Brasileira de Telecomunicagoes,
pelo governo federal do pais, com o objetivo de in-
tegrar as comunicacdes de longa distdncia em todo o
territério nacional. Em 1972, é criado o Sistema Naci-
onal de Telecomunicagoes - Telebrds. O CPqD - Cen-
tro de Pesquisa Padre Roberto Landell de Moura foi
fundado em 1976. O padre brasileiro Roberto Lan-
dell (1961) inventou aparelhos para a transmissdo de
som. O objetivo do centro de pesquisa era desen-
volver novos produtos que proporcionassem ao pais
a independéncia em relacdo as tecnologias estrangei-
ras. Durante toda a década de 1980, apesar da pro-
funda instabilidade financeira que o pais atravessou,
as pesquisas continuaram e, em 1985-86 sdo lanca-
dos os satélites Brasilsat 1 e 2, criando um canal auto-
nomo para o sistema brasileiro de telecomunicacgoes
por satélites. Nos dez anos seguintes, outros satélites
foram lancados, para comunicacdo e pesquisa ocea-
nografica, atmosférica e florestal, e foi implementado
o Servico de Internet Comercial.

O sistema Telebras foi privatizado em 1998. As
empresas Brasil Telecom, Vivo/Telef6onica, Claro, TIM
sdo algumas das empresas que adquiriram, gradual-
mente, fatias do mercado atendido pela empresa es-
tatal, todas predominantemente controladas por ca-
pital estrangeiro. Antes da privatizacdo, o CPqD foi
transformado em uma fundagdo de direito privado,
passando a desenvolver solucdes tecnoldgicas volta-
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das ao mercado e a governos.

Em 1990, com o fim da Unido Soviética e, conse-
quentemente, da Guerra Fria, os Estados Unidos sur-
gem como a Unica grande poténcia com influéncia
global. Nas décadas seguintes, o mundo vive uma
fase de um tnico poder global: o mundo unipolar.

No livro “O fim da histéria e o Gltimo homem”, es-
crito em 1992 [15], o cientista politico e escritor ame-
ricano Francis Fukuyama apresenta a tese de que,
com a vitéria sobre o fascismo e sobre o comunismo,
a democracia liberal americana, associada a econo-
mia de mercado, havia vencido a competi¢cdo ideo-
légica e econdmica global, tornando o modelo ide-
olégico mais legitimo. A teoria de Fukuyama conti-
nua sendo objeto de discussao, inclusive com ajustes
apresentados pelo préprio autor.

Ao longo dos mais de 40 anos de Guerra Fria [25],
e nas décadas seguintes, o poder e a influéncia ame-
ricana eram, e sdo, diferentes do colonialismo clés-
sico, baseado no controle direto do territério. Alian-
c¢as tecnoldgicas, influéncia econdémica, bases milita-
res e institui¢cOes internacionais caracterizam um tipo
sistemadtico de influéncia e interferéncia.

Liderados pelos Estados Unidos, o FMI - Fundo
Monetario Internacional (1944), o sistema monetario
de Bretton Woods (1945), o Plano Marshall (1948), os
acordos da Jamaica (1976), o acordo de Plaza (1985),
o consenso de Washington (1989) criaram regras eco-
ndmicas com consequéncias que afetaram a maioria
das economias globais. Em 1975, numa espécie de
nova versao da Conferéncia de Berlim (1884), foi cri-
ado o Grupo dos 7 - G7, pelo presidente francés Va-
léry dEstaing, com os paises mais industrializados do
mundo: Alemanha, Canadd, EUA, Franca, Itdlia, Ja-
pdo e Reino Unido. A Russia foi convidada para parti-
cipar do grupo em 1997, formando o G8, e foi expulsa
do grupo em 2014, quando os conflitos politicos co-
mecaram na Ucrénia.

O nome Guerra Fria esconde a realidade dos con-
flitos armados que aconteceram em todo o mundo
na época, onde a razao principal para o conflito era
a disputa pelo controle politico, ideolégico e eco-
ndmico dos paises e regides. A guerra do Vietn3,
a guerra as drogas, as ditaduras militares na Amé-
rica Latina, as guerras civis na Africa e o Apartheid
na Africa do Sul sdo exemplos de conflitos aparente-
mente distintos, mas que podem ser pensados como
eventos que fazem parte das disputas geopoliticas
desse periodo.

No século XXI, as justificativas para as intervencoes
precisaram ser ajustadas, mas a busca por controle é
a mesma.
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A fotografia e a histéria das ciéncias brasileiras se
encontram na pesquisa de César Lattes (Brasil, 1924)
[50].

Graduado pela USP - Universidade de Sao Paulo,
instituicdo fundada em 1934, foi aluno de Giuseppe
Occhialini (Itdlia, 1907) e de Gleb Wataghin (Ucra-
nia/Itdlia, 1899), que participaram da fundacdo do
departamento de fisica da universidade.

Em 1946, Lattes viaja a Inglaterra para participar
do grupo de pesquisa liderado por Cecil Powell (In-
glaterra, 1903), que investigava fisica nuclear na Uni-
versidade de Bristol. Beppo Occhialini também era
membro da equipe. Nos dois anos seguintes, uti-
lizando um tipo de detector de particulas chamado
emulsdo nuclear, a pesquisa realizada pela equipe
comprovou, experimentalmente, a existéncia do pion,
ou m-meson, uma particula subatomica, prevista teo-
ricamente por Hideki Yukawa (Japdo, 1907), em 1935.

Uma emulsdo nuclear é um tipo de filme fotogra-
fico que registra a trajetéria individual de particulas
ionizantes. A ideia inicial de usar emulsdes fotogréfi-
cas para a pesquisa cientifica sobre particulas aparece
num artigo do japonés Kinoshita Suekiti, em 1910.
Nas décadas de 1920 e 1930, a equipe liderada por
Powell, junto a empresa inglesa Ilford, fabricante de
materiais fotogréaficos, fundada em 1879, aperfeicoa-
ram a técnica, aumentando a densidade da prata, tor-
nando os rastros deixados pelas particulas mais visi-
veis.

Na década de 1940, Lattes e os quimicos da em-
presa desenvolveram a full-toned emulsion, com ca-
madas mais espessas, maior concentracdo de prata e
0 acréscimo do elemento boro. Com a emulsdo me-
lhorada, Lattes fez a exposicdo das placas aos raios
c6smicos no Observatério de Chacaltaya, na Bolivia,
a 5.000 metros de altitude. Em 1947, pela primeira
vez, foi possivel observar o processo completo de de-
caimento do pion, como previsto na teoria. Os arti-
gos “Processes involving charged mesons” (processos
envolvendo mesos carregados), de Lattes, Occhialini,
Powell e H. Muirhead, e “Observations on the tracks
of slow mesons in photographic emulsion” (Observa-
cOes sobre as trajetérias de mésons lentos em emul-
sdo fotografica), de Lattes, Occhialini e Powell, foram
publicados no mesmo ano, na revista Nature, volu-
mes 159 e 160, respectivamente [32] [33].

Em 1948, nos laboratérios da Universidade de Ber-
keley - EUA, Lattes, em colaboracdo com Eugene
Gardner (EUA, 1901), realizou experiéncias compro-
vando que era possivel produzir a particula em la-
boratério. O artigo "Artificial Production of Me-
sons"(Producdo artificial de mésons), de autoria dos
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dois pesquisadores, foi publicado em 1948, na revista
Science volume 107 [17].

Em 1949, Hideki Yukawa recebeu o prémio Nobel
de Fisica, por seu trabalho teérico em forcas nuclea-
res que previram a existéncia dos mésons. Em 1950,
Cecil Powell recebeu o Nobel de Fisica “pelo seu de-
senvolvimento do método fotogrdfico para o estudo
dos processos nucleares e por suas descobertas relati-
vas aos mésons, realizados por esse método”.

Em 1987, Lattes recebeu o TWAS Prize, concedido
pela Academia Mundial de Ciéncias.

| el o
Tracks of pions at the end of their range

LS B R L
Tracks of muons at the end of their range

Figura 7: Imagens publicadas no artigo "Processes in-
volving charged mesons", 1947

A andlise das placas, onde as reacdes quimicas dei-
xavam trilhos de gréos, era feita em microscépios es-
peciais e poderia durar dias. Alguns anos depois, 0s
detectores de particulas passaram a ser eletrénicos.
Atualmente, sdo usados sensores digitais e a andlise
dos dados tem a participacdo de inteligéncia artificial.

Em 1949, de volta ao Brasil, Lattes foi um dos fun-
dadores do CBPF - Centro Brasileiro de Pesquisas Fi-
sicas e liderou a organizacado da pesquisa em fisica ex-
perimental no Instituto de Fisica da Unicamp, onde
trabalhou até a aposentadoria em 1986, quando re-
cebeu os titulos de doutor honoris causa e professor
emérito pela universidade.

Muitos contribuiram para a evolucdo das ciéncias
no século XX. Ndo s6 nos laboratérios industriais, mi-
litares e em grandes universidades, onde toda a infra-
estrutura necessaria para que hipéteses e ideias fos-
sem testadas, resultados fossem analisados e conclu-
soes fossem estabelecidas, como prop6s Galileu, 400
anos antes. Mesmo na falta de grandes recursos, cada
contribuicdo tedrica, cada pequeno aperfeicoamento
de técnicas e instrumentos, cada incentivo e orien-
tacdo feito a jovens estudantes, despertando o inte-
resse pela pesquisa, representa um passo no caminho
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que a humanidade percorre na busca pela produgao
de conhecimento sobre a natureza, sobre o universo
e sobre n6s mesmos.

Mas, tdo importante quanto valorizar todas as con-
tribuicGes, é identificar o sistema que organiza a pro-
ducdo e a distribuicdo dos recursos para fazer ciéncia.

No século XXI, em plena era da informacdo, temos
ferramentas para investigar essa questao.

0O século XXI

Ainda nao existe consenso entre os historiadores so-
bre qual evento marca a transicao entre os séculos XX
e XXI.

A queda do muro de Berlim (1989) e a dissolucdo
da Unido Soviética (1991); a criacao da www. (1993)
e a revolugdo digital; os atentados do 11 de setem-
bro (2001); a entrada da China na OMC - Organizacao
Mundial do Comércio (2001) sdo os principais candi-
datos para servir de marco dessa época de transicao
que é gradual, mas tem ritmo intenso.

Mas ndo h4 davidas de que a tecnologia que mais
representa esse momento de verdadeira revolucio,
que estamos atravessando, é a inteligéncia artificial.

Ainda na década de 1960, o programa ELIZA (1966),
criado por Joseph Weizenbaum (Alemanha/EUA,
1923) [53], no MIT, simulava conversas escritas, per-
mitindo a interacdo do programa com seres huma-
nos. O termo efeito Eliza nomeava a crenga que mui-
tas pessoas desenvolveram, incluindo pessoas que
trabalhavam no projeto, de que o programa era inte-
ligente e tinha sentimentos humanos.

A popularidade desse tipo de programa cresceu
com o Deep Blue, desenvolvido pela IBM, quando,
em 1997, este derrotou o campedo de xadrez Garry
Kasparov (URSS, 1963). Corretores ortogréficos, fil-
tros de spam, mecanismos de busca e sistemas de
recomendacdo na internet sdo sistemas inteligentes,
desenvolvidos por empresas como Google e Amazon,
que se tornaram comuns nos anos 2000. As assisten-
tes virtuais Siri (Apple), Alexa (Amazon) e Google As-
sistant (Google), langadas nos anos 2010, permitiram
a interacdo com a maquina em linguagem cotidiana.

Em 2022, a primeira versdao do ChatGPT, acessivel
ao publico em geral, foi disponibilizada pela empresa
americana OpenAl (2015). Segundo o ChatGPT 5.5
[40], versdo do programa/sistema que consulto ao es-
crever esse texto:

O ChatGPT é um sistema de inteligéncia artificial
conversacional baseado em um grande modelo de
linguagem (LLM), desenvolvido pela OpenAl.
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Principais caracteristicas:

» Compreensdo e geracdo de linguagem natural:
conversa em linguagem humana sobre diversos
temas.

* Aprendizado a partir de grandes volumes de
texto: foi treinado em enormes conjuntos de da-
dos para identificar padrdes linguisticos.

* Modelo probabilistico: prevé a sequéncia de pa-
lavras mais provavel para produzir respostas co-
erentes.

* Capacidade multimodal (em algumas versoes):
pode trabalhar com texto, imagens e outros tipos
de dados.

* Generalista: responde perguntas, resume textos,
traduz idiomas, auxilia em programacao, reda-
¢do e estudo.

e Nao possui consciéncia: ndo pensa nem com-
preende o mundo como um ser humano; pro-
cessa informacdes matematicamente.

* Baseado em redes neurais profundas: utiliza a
arquitetura Transformer, introduzida em 2017.

Em uma frase: O ChatGPT é uma inteligéncia arti-
ficial que utiliza matemadtica, estatistica e redes neu-
rais para compreender e gerar linguagem humana de
forma conversacional.”

A arquitetura para a aprendizagem profunda Trans-
former foi proposta por uma equipe de pesquisado-
res da Google Research, no artigo “Attention is all you
need” (Atencdo é tudo o que vocé precisa) [49], pu-
blicado em 2017. Hoje é o modelo de processamento
para o ChatGPT (2022, OpenAl), Claude (2023, Anth-
ropic), Gemini (2023, Google), DeepSeek R1 (2025,
DeepSeek). A empresa chinesa DeepSeek desenvol-
veu a arquitetura Mixture of Experts, uma evolucao da
arquitetura Transformer, e disponibilizou o peso dos
seus modelos, permitindo que pesquisadores e em-
presas adaptem o modelo aos seus interesses.

A ideia central da arquitetura Transformer é a ob-
servacdo simultanea de todas as palavras de um texto
e a determinacdo de uma ordem de relevancia de
cada palavra na estrutura desse texto. Esse processo
é chamado self-attention. Cada palavra é um vetor, a
comparacdo entre as palavras é feita usando opera-
¢Oes vetoriais.

Essa estrutura de trabalho permitia o uso dos GPU
- Graphics Processor Units, chips com capacidade de
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processar muitos cédlculos em paralelo, desenvolvidos
originalmente para trabalhar com gréficos e imagens
em 3D. A capacidade de processamento dos chips e a
grande quantidade de dados digitais acumulados na
internet, em smartphones e nas redes sociais, foram
decisivos para treinar os modelos de forma eficiente.

Hoje testemunhamos a disputa para a producgdo
dos GPUs mais avangados.

A empresa holandesa ASML - Advanced Semicon-
ductor Materials Lithography (1984) é a unica fa-
brica do mundo que produz as mdquinas de litogra-
fia mais avancadas usadas na fabricacdo de chips.
Utiliza 6ptica alema, laser americano, chips japone-
ses e engenharia holandesa. Empresas como TSMC
- Taiwan Semiconductor Manufacturing Co (Taiwan,
1987), Samsung Electronics (Coréia do Sul) e Intel
usam as méquinas da ASML para produzir os chips
mais avancados. NVIDIA (1993), AMD - Advanced Mi-
cro Devices (1969) e Intel, empresas americanas, sao
lideres no projeto de novos chips.

Na China, empresas como Huawei (1987), proje-
tos, SMIC - Semiconductor Manufacturing Int Coop.
(2000), fabricacao, e SMEE - Shanghai Micro Electro-
nics Equipments (2002), méquinas de litografia, for-
mam uma estrutura de producio semelhante a ame-
ricana e seus parceiros, mas ainda numa etapa de de-
senvolvimento anterior.

A arquitetura Transformer trata os dados de modo
algébrico e geométrico.

No século XVII, Newton usou o célculo para descre-
ver o movimento dos corpos. No século XIX, Maxwell
usou equacoes diferenciais para explicar as ondas ele-
tromagnéticas. No século XX, Einstein usou a geome-
tria diferencial para descrever a gravidade. No século
XXI, para o funcionamento das IAs, conceitos mate-
maticos sdo mais do que uma ferramenta, sdao os pro-
prios elementos que as estruturam. A matemadtica
descreve e modela padrdes de informacgao, a lingua-
gem é pensada como objeto matemadtico. Palavras e
frases sdo tratadas como vetores e matrizes, pontos
de um espaco matemdtico, com milhares e milhoes
de dimensoes, manipulados usando transformacoes
lineares. A estatistica determina padrdes que em-
basam a probabilidade de possiveis préoximas pala-
vras. O célculo diferencial determina quando, quanto
e para qual dire¢do os pardmetros devem ser ajusta-
dos para produzir a melhor resposta, reduzindo os er-
ros.

E possivel fazer um paralelo entre o mundo quan-
tico e o espaco algébrico/geométrico com grandes
dimensdes das IA: ambos nao podem ser vistos,
mas podem ser descritos e manipulados matematica-
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mente.

Atualmente, existe uma teoria de que dentro desse
espaco matematico com até milhdes de dimensdes,
os dados reais, que poderiamos descrever como 0s
textos possiveis, as imagens possiveis, 0s sons possi-
veis, se organizam dentro do espa¢o maior em uma
espécie de subespaco. Essa organizacdo é feita pelas
redes neurais durante a fase de aprendizado e esse
processo ndo acontece totalmente de maneira con-
trolada. Esse subespaco de dimensdao menor € cha-
mado espaco latente. Alguns pesquisadores acreditam
que esse espaco possui uma estrutura matemadtica de
variedade diferencial, como formas geométricas sur-
gidas automaticamente durante o treinamento. Os
modelos modernos de IA podem ser pensados como
um novo objeto para a pesquisa cientifica [5].

Uma pergunta fundamental nesse contexto é se
a inteligéncia é fundamentalmente matemadtica. Es-
truturas matemadticas complexas sdo suficientes para
descrever o fendmeno que chamamos de inteligéncia
humana? Ou consciéncia, subjetividade e significa-
dos também sdao componentes fundamentais? O fu-
turo dira.

Os avancos tecnolégicos sdo uma prova concreta
de que a pesquisa cientifica funciona. Mas, num nivel
mais profundo, ainda ndo sabemos porque funciona.
Muitas perguntas continuam sem respostas, inclusive
nas pesquisas em fisica quantica e no funcionamento
das IA. Alguns defendem que mais importantes do
que particulas sao as relacoes entre elas. Informagdo
ja é considerada como uma possivel componente da
propria realidade. As perguntas continuam, as hipé-
teses também.

Imagens também sado informacdes.

Em 2021, os modelos de IA passaram a gerar ima-
gens a partir de textos. Informacdo escrita transfor-
mada em informac3o visual.

O funcionamento do Diffusion Model [23], usado
pelos principais sistemas geradores de imagens, é ba-
seado na habilidade de transformar ruido, informa-
¢do nova distribuida de modo controlado, em uma
imagem organizada. O sistema aprende a desfazer o
ruido. Assim, as novas imagens sdo geradas. A partir
do ruido puro dos espacos matematicamente estrutu-
rados dos dados, o modelo usa probabilidade, envol-
vendo equagdes estocdsticas, para, em etapas, retirar
as informacdes que nado correspondem aos textos/ve-
tores.

Numa jornada que comecou com os desenhos fei-
tos nas paredes das cavernas, dos murais feitos em
paredes de templos religiosos, em madeira, em papel,
em telas de tecido, até chegar a fotografia, producao
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de imagens usando luz e baseada em propriedades fi-
sicas e quimicas de materiais, primeiro a prata e de-
pois o silicio, chegamos a producdo de imagens a par-
tir de algoritmos, usando probabilidade.

Agora, vemos as imagens algoritmicas em telas, te-
las que também sdo frutos de décadas de pesquisas e
desenvolvimento tecnolégicos, junto com “cépias di-
gitais” de todos os outros tipos de imagens produzi-
das anteriormente. O mundo digital, fortalecido pelo
poder das inteligéncias artificiais, tem essa caracteris-
tica de tornar homogéneo as diferencas que, em certo
sentido, definem o que coisas/objetos sao.

O que sdo as imagens algoritmicas? Qual o vinculo
delas com a realidade?

Walter Benjamin disse, hd 100 anos, que a nova téc-
nica de produgdo de imagens com mdaquinas mudaria
o nosso olhar e a nossa maneira de viver o mundo. De
fato, a fotografia funcionou como uma ferramenta,
como intermedidria, para acessar o mundo, inclusive
o mundo quéantico. E as imagens algoritmicas, qual
papel desempenhard na interpretacdo e na constru-
¢ao da realidade nas préximas décadas?

Na escolha dos ajustes para que os parametros al-
cancem as melhores respostas, quem decide o que é
a “melhor resposta’?

Figura 8: 24HRS in Photos, obra do artista Erik Kessels
(2011)

Na obra instalagdo do artista holandés Erik Kessels
(1966), centenas de milhares de fotografias impressas
inundam os espacos da galeria. Sao impressoes de
parte das imagens postadas em um tnico site de uma
rede social, durante 24 horas. Uma pergunta que a
obra sugere é “o que significa isso?”. Gerar inquieta-
¢do e questionamentos é um dos objetivos da Arte.

No livro “O meio é a mensagem”, do filésofo
Marshall McLuhan (Canadd4, 1911), publicado em
1964 [36], o autor afirma que a mensagem enviada
é secunddria, o importante é o meio, a tecnologia.
Um pensamento que se alinha a teoria da informa-
cao de Shannon. Embora estivesse considerando os
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meios de comunica¢do de massa, rddio e TV, popu-
lares a época, podemos hoje atualizar essa afirma-
¢ao dizendo que o que importa ndo é o que é pu-
blicado nas redes sociais a cada dia, mas que bilhoes
de pessoas passaram a viver em uma realidade cons-
truida no mundo digital através de computadores e
smartphones, mediada por algoritmos.

Mas, o ponto mais relevante talvez seja a falsa sen-
sacdo de que ao usarmos as tecnologias, nossa acao
constroéi essa realidade. Quando, na verdade, a medi-
acdo feita por regras, que nem sabemos quais sdo, é
que controla os rumos dessa realidade.

Os usos da IA ainda estdo sendo descobertos, os li-
mites estdo sendo testados.

Concluimos o primeiro quarto do século XXI e,
nesse novo momento de grandes mudancas na hist6-
ria do desenvolvimento da sociedade humana, mais
uma vez, o controle dos recursos naturais e tecnolo-
gicos serdo decisivos. Parece ser um bom momento
para tentativas de novas colonizacdes. E, conside-
rando a afirmacgdo “The atomic age is ending. One age
of deterrence, the atomic age, is ending, and a new era
of deterrence built on A.L is set to begin.” ( A era at6-
mica estd terminando. Uma era de dissuasdo, a era
atdmica, estd chegando ao fim, e uma nova era de dis-
suasdo baseada em IA estd prestes a comecar.), con-
tida no documento “The technological republic” (A re-
publica tecnolégica) [55], publicado na pégina oficial
da empresa Palantir, especialista em tecnologias de 1A
aplicadas a assuntos militares, em uma rede social,
em abril de 2026, colonizacdo nao s6 de terras, raras
ou ndo, mas, principalmente de olhos e mentes.

Conclusao

Em 1962, o fisico e fildsofo da ciéncia Thomas Kuhn
(EUA, 1922) publicou o livro The Structure of Scien-
tific Revolutions (A estrutura das revolugdes cientifi-
cas) [31], onde ele usa o termo mudanga de paradig-
mas para caracterizar as transformacoes que ocorrem
na pesquisa cientifica em relacao as ideias, conceitos,
métodos, e aos critérios do que é considerado rele-
vante. Mesmo em contextos mais amplos do que as
ciéncias, a palavra paradigma, de modelo ou padrao,
passou a significar uma lente, uma maneira de ver o
mundo, préximo do significado de Zeitgeist.

A instabilidade que vemos hoje, nesse mundo con-
temporaneo, pode ser pensado como sendo um pro-
cesso de mudanca de paradigmas.

O professor Wang Wen, da Universidade de Ren-
min, Pequim, China, e outros autores, no livro “Pro-
found Changes Unseen in Centuries” (Mudancas pro-
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fundas ndo vistas em séculos) [52], publicado em
2020, afirmam que estamos atravessando por trans-
formacgbes em estruturas estabelecidas nos ultimos
500 anos: o fim da era da exploracao colonial, ini-
ciado no século XVI; uma revolucao tecnolégica/téc-
nica, com a invencdo da inteligéncia artificial, com-
parada a invencdo das mdaquinas, no século XVII; a
crise no sistema politico liberal, iniciado na revolu-
cao francesa no século XVIII; a crise na estrutura aca-
démica universitdria, com a divisdo e especializacdo
do conhecimento, estabelecido no século XIX, que
ndo consegue resolver problemas cada vez mais inter-
disciplinares; o deslocamento da distribuicdo do po-
der internacional, centrado no atlantico norte desde
o inicio do século XX, para uma estrutura multipolar,
com a influéncia do pacifico leste se intensificando.

Sem duvida, investigar e interpretar a realidade
hoje, na busca pela producdo de conhecimento, passa
por considerar essas mudancas. Como individuos do
século XXI, refletir sobre como o conhecimento cien-
tifico, e as novas tecnologias desenvolvidas a partir
dele, estdo sendo usados para moldar o futuro, signi-
fica questionar sobre como todo esse conhecimento
estd sendo usado para interferir nesse amplo e pro-
fundo processo de mudanga. Sobre quem, de fato,
se beneficia de todo esse desenvolvimento, um de-
senvolvimento que, como acompanhamos ao longo
desse texto, surge a partir do contexto histérico dos
dltimos 500 anos, pelo menos.

H4 100 anos, a descoberta e, depois, a matematiza-
¢do do mundo quéantico, nos fizeram chegar até aqui.
Estdo a caminho grandes avancos em roboética, tecno-
logia médica, baterias, energias renovaveis, com a in-
teligéncia artificial participando das pesquisas, inclu-
sive em pesquisas nas ciéncias teoricas, como a ma-
temadtica.

E o gesto de fazer fotos nos nossos celulares e
compartilha-las nas redes sociais, além de alimentar
narcisismos, com a quantificacdo do reconhecimento
social, também mediada por algoritmos, o que sig-
nifica? As fotos dos quadros feitas ao final das au-
las, servem para aprender Célculo ou Geometria Ana-
litica? E a I.A., como poderd ajudar no aprendizado
dessas disciplinas? Qual conhecimento cientifico serd
necessario no futuro, um futuro que parece estar mais
proximo do que pensdvamos?

Além das ciéncias e seus produtos, outros aspectos
da vida humana, individual e social, deverdo parti-
cipar na construcdo de um futuro mais equilibrado.
Fora das telas, a existéncia e o mundo concreto, as
emocoes e a histéria também sdo realidades.

Turing, no seu artigo “Computing Machinery and
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Intelligence” (Maquinas de calcular e inteligéncia), de
1950 [48], inicia perguntando: Computadores podem
pensar?, e, diante da dificuldade de definir o que é
mdaquina e o que é pensar, logo propde uma mu-
danca na pergunta: "Mdquinas podem imitar o pen-
samento?". E o jogo da imitacdo. Talvez o maior risco
que corremos como humanidade é acreditar nessa
imitacdo e n4s mesmos passarmos a imitar.

A arte, incluindo a fotografia, e a educacao sdo an-
tidotos a essa espécie de adoecimento.

Segundo Vilém Flusser (Tchecoslovaquia, 1920), fi-
l6sofo da fotografia, em seu livro “O universo das
imagens técnicas: Elogio da Superficialidade” (1985)
[13], no mundo informatizado, existe um novo sig-
nificado para "liberdade: ... a possibilidade tinica e
insubstituivel que tenho de langar informagoes novas
contra a estiipida entropia ld fora, possibilidade essa
que realizo com os outros.”. Para Flusser, ndo existe
liberdade sem diélogo.

O patrono da educacao brasileira, Paulo Freire
(1921) [41], em sua obra defende que o papel da edu-
cacdo é a de “ser o agente que habilita as pessoas a
interpretar o mundo, a serem capazes de pensar por si
mesmos”. Que no futuro préximo, a educacgdo encon-
tre este destino.

Em maio de 2026, foi anunciado que o Jiuzhang-
4, computador quantico baseada em fétons, desen-
volvido pela University of Science and Technology of
China, em pesquisa liderada por Pan Jianwei e Lu
Chaoyang, e projetado para realizar tarefas matemati-
cas e simulacdes complexas, realizou em 25 microsse-
gundos o célculo que um computador binério levaria
10*? anos [56].

A Historia segue. E os artistas e os cientistas, se-
guidores de Galileu, continuardo a dizer “E pur si mu-

”

ove. .
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Maria Augusta de Araujo Moreno:
Uma Professora Modernizadora

FEFEFEEREREREREREESESEEE!

G EEEE!

Diogo Franco Rios

Como temos acompanhado, a Revista de Matema-
tica Hipdtia tem trazido uma secao com textos que
valorizam a MEMORIA de personagens que atuaram
no Instituto de Matemadtica e Estatistica da UFBA e,
neste numero, apresentaremos um artigo a respeito
da professora aposentada Maria Augusta de Aratjo
Moreno, que esteve ligada ao Instituto desde sua for-
macao inicial em Matemadtica. A parte principal do
contetido que trazemos aqui foi produzida a partir
da textualizacdo de trechos de uma entrevista con-
cedida pela prépria professora e de entrevistas com
ex-alunos do Colégio de Aplicacdo que a mencio-
naram muito frequentemente como uma professora
marcante e modernizadora ao rememorarem 0s anos
que estudaram na Instituicao!.

Maria Augusta de Aratijo Moreno nasceu em 1934,
em Ilhéus, mudando-se com a familia para Salvador
poucos meses ap0s seu nascimento. Cursou o prima-
rio nas Escolas Ana Neri e Getulio Vargas, o curso gi-
nasial no Ginasio Estadual Severino Vieira, e o cienti-
fico no Colégio Estadual da Bahia. Cursou Matema-
tica na UFBA de 1954 a 1957. Segundo ela mesma
conta, logo apés sua graduacgdo foi chamada a atuar
no Colégio de Aplicacdo da Universidade da Bahia
(CA)?, inicialmente substituindo a professora de Ma-

1As entrevistas mencionadas ocorreram por circunstancia da
producao da tese: ‘Memorias de Ex-Alunos do Colégio de Aplica-
¢do da Universidade da Bahia Sobre o Ensino da Matemaética Mo-
derna: a constru¢do de uma instituicio modernizadora” (RIOS,
2012).

20 Colégio teve outras cinco formas oficiais de identificacio:
Ginésio Anexo a Faculdade de Filosofia da Universidade da Bahia;
Colégio de Aplicagdo da Faculdade de Filosofia da Universidade
da Bahia; Colégio de Aplicacdo da Universidade da Bahia; Colégio
de Aplicagdo Reitor Miguel Calmon e, por tltimo, Centro Pedagé-
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Figura 1: Professora Maria Augusta de Aratjo Moreno.
Arquivo pessoal da Prof.2 Maria Augusta.

temadtica do 32 ano cientifico® que estava grdvida e,
posteriormente, como professora titular da disciplina.

gico Reitor Miguel Calmon, j4 vinculado a Faculdade de Educa-
¢do da Universidade Federal da Bahia, ap6s a Reforma Universi-
taria, em 1968 (RIOS, 2012). Utilizaremos aqui Colégio de Aplica-
¢do ou somente Aplicacgao.

3Atualmente, 32 ano do Ensino Médio, devido as mudancas
na legislacdo educacional brasileira. No periodo anterior a 1971
o Ensino Secundério era dividido em Ensino Ginasial e Colegial.
No CA essa ultima etapa da formacdo secunddria possuia uma
turma de Estudos Cldssicos e outra de Cientifico.
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Em 1959 foi para a Faculdade de Filosofia da Uni-
versidade de Sao Paulo, onde estudou topologia sob
orientacdo de Omar Catunda e cursou disciplinas do
mestrado com bolsa de pds-graduacao. Ao retornar
para a Bahia tornou-se professora assistente do De-
partamento de Matemadtica do Instituto de Matema-
tica e Fisica (IMF)?, em 1961, onde ofereceu semina-
rios, como o de Topologia Geral, em 1961.1, e disci-
plinas no Ensino Superior, como a de Topologia, em
1964.

No entanto, em fun¢do de uma légica de distribu-
icdo do trabalho entre os professores do IME sob a
lideranca da professora Martha Maria de Souza Dan-
tas, ela passa a integrar a equipe do Instituto compro-
metida com o projeto de modernizacdo da Matema-
tica no Ensino Secunddrio, ligado ao Centro de En-
sino de Ciéncias da Bahia (CECIBA) e ao Colégio de
Aplicacao, juntamente com as colegas, Eliana Costa
Nogueira, Norma Coelho Aratjo, Neide Clotilde de Pi-
nho e Souza, Eunice Guimaraes (DIAS, 2002; MENE-
ZES, 2015).

E nesse contexto de atuacgdo, mais especificamente
ligada ao Colégio de Aplicagdo, que a professora Ma-
ria Augusta destaca suas memdrias como docente da
UFBA e também é apontada nas memoérias dos estu-
dantes como uma referéncia de dedicagdo ao ensino
da Matemética, celebrada como uma agente de mo-
dernizacao dos padrdes de ensino da época.

Trazer essas memorias é uma tarefa importante na
compreensao do papel do Instituto de Matematica e
Estatistica (IME) e de seus professores no processo de
qualificacdo do Ensino Secunddrio na Bahia a partir
da década de 1960, merecendo ser revisitadas e inte-
grar a historiografia da Educa¢do Matemaética no es-
tado, tendo o IME como uma instincia de difusao e
implementacdo de padrdoes modernos que internaci-
onalmente vinham se estabelecendo naqueles anos.

O Colégio de Aplicacdo comecou a funcionar em
1949 e tinha entre seus objetivos principais servir de
espaco de pratica didatica para os estudantes dos cur-
sos de licenciaturas da UFBA, tendo se tornado tam-
bém um campo de experimentacdes educacionais,
como costuma ser lembrado por vdrios de seus ex-
alunos. O Colégio teve suas atividades encerradas em
1976 quando os professores da UFBA que ali atuaram
foram realocados em outras atividades voltadas para
o Ensino Superior em diferentes Unidades da Univer-
sidade, como conta a professora Maria Augusta:

40 Instituto de Matematica e Fisica vai ser desmembrado em
institutos distintos com a Reforma Universitdria, em 1968. Em
2023 passa a se chamar Instituto de Matemadtica e Estatistica,
como o mencionaremos ao longo deste trabalho.
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[...] quando o Colégio de Aplicacdo acabou
eu fui chamada pra ir pro Instituto de Ma-
temdtica, porque todos professores tomaram
seus destinos, entdo, pela minha capacidade,
pela habilidade, ao invés de ir para a Educa-
¢do, porque eu poderia ter ido pra Educagdo,
eu fui para o Instituto de Matemdtica (MO-
RENGO, 2012, p. 8).

Com o retorno as atividades no Ensino Superior,
a professora Maria Augusta seguiu ministrando disci-
plinas do Departamento de Matemadtica para os cur-
sos da Universidade até abril de 1989, quando se apo-
sentou como professora adjunta (MORENO, 2026).

A seguir, sdo apresentadas textualizacdes de tre-
chos de entrevistas concedidas pela professora Maria
Augusta e alguns de seus ex-alunos a respeito da atu-
acdo dela no Colégio de Aplicagdo, que foram organi-
zadas por tépicos.

A chegada no Colégio de Aplicacao

Eu tinha sido aluna do Curso de Matemdtica na UFBA
na época da professora Martha Dantas, que coorde-
nava o grupo que tinha uma proposta de criagdo de
materiais ligados a Matemdtica Moderna. Depois de
ter me formado em Matemdtica, ou melhor, antes
mesmo de me formar, eu jd comecei ensinar no Colégio
de Aplicag¢do. Porque eu substitui a professora Nilza
(da Rocha Medrado dos Santos) no terceiro ano de Co-
légio porque ela estava grdvida e precisava de um pro-
fessor substituto. Dos alunos que estavam estagiando
eu fui selecionada para comegar a ensinar. Af fiquei no
Colégio de Aplicagdo até... — eu ndo lembro bem até
que ano que eu fiquei — mas sempre, sempre... é... até
os tltimos anos do Colégio.

Como eu disse, eu comecei ensinar no terceiro ano,
quer dizer, dei continuidade as minhas aulas de prd-
tica, ndo é?! Aquela parte ligada ao Curso de Mate-
mdtica, depois estive dois anos fora, em Sdo Paulo, na
Faculdade de Filosofia com o professor Edson Faraco
que ensinava Topologia, so depois voltei para a Bahia.

Martha Dantas me acompanhou a vida toda, na Fa-
culdade, na indicagdo de cursos, foi ela quem me in-
dicou e tudo, ela me... animou pra ir pro Colégio de
Aplicagdo. Também me indicava para dar aulas par-
ticulares, entdo, os resultados que chegavam para ela
eram tdo bons que ela so fazia me indicar, so dizia as-
sim: “pra ensinar s6 Maria Augusta’. Eu que jd no meu
tempo de gindsio dava banca, atuei dando muita aula
particular. A pessoa me procurava e dizia assim: “olha,
Dona Martha disse que se a senhora ndo ensinar, nin-
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guém vai dar jeito, se a senhora ndo der jeito, ninguém
dard mais jeito’”.

A minha relagdo com ela era a melhor possivel, por-
que eu sempre tive Martha em alto conceito, um con-
ceito muito alto da pessoa dela e da professora... e, re-
ciprocamente, ela sempre me prestigiou, como eu lhe
disse, me indicando para diversas atividades ndo sé6
particulares, como também para a Faculdade, ela me
prestigiava muito, muito bom, muito bom entrosa-
mento.

Martha foi a vdrios coloquios, sabe?! Portugal,
Franga... Ela viu o que estava mudando na Matemd-
tica, como é que estavam mudando e... ela se pautou
nisso e, juntamente com o professor Catunda, comega-
ram a elaborar o material relativo a Matemdtica Mo-
derna.

Sobre minha atuag¢do como professora... eu era
muito rigorosa, eu tinha uma... uma caracteristica
que eu apliquei no Colégio de Aplicagdo e no Jodo Flo-
réncio Gomes®, eu fazia teste todo santo dia, hoje eu
dava a matéria, hoje eu dava o assunto, amanhd eu
ja aplicava o teste. Todo santo dia. Sdo... eram per-
guntas bem simples, imediatas, se eu hoje falava sobre
translagdo, explicava translacédo, dava exemplo, ama-
nhd eu jd anotava no teste, ditava, dividia a turma em
quatro, sem que eles pudessem ver o0 que o outro estava
fazendo, sem eles poderem pescar, né?! E... eles fica-
vam a principio meio tensos porque achavam que ndo
ia dar tempo, mas foi um sucesso porque quando che-
gava na hora da prova era so rever e porque todo santo
dia eles tinham obrigacdo de ler a matéria.

Sobre a Matematica Moderna no
Colégio de Aplicacao

A experiéncia de estar lancando uma coisa nova no
seio da Matemdtica, no meio do Colégio, isso pra mim
era empolgante, né?!

Na parte de dlgebra, veja s6, juntamente com o livro
que foi dado pelo professor Catunda, com a orientacédo
do professor Catunda, por falta de materiais prontos,
comecei usando no Colégio de Aplicacdo um livro que
era uma traducéo de um livro Americano®.

Isso aconteceu antes da experiéncia de professor Ca-

tunda e Martha Dantas, foi ai que eu introduzi esse

5Qutra escola de Salvador em que a professora Maria Augusta
atuou.

6A professora se refere ao livro de Matematica que foi pro-
duzido no ambito de projetos que propunham reformar o en-
sino médio norte-americano, School Mathematics Study Group
(SMSG). Além da Matematica, também circularam no Brasil livros
desses projetos ligados a outras disciplinas, como Fisica, Biologia
e Quimica (OLIVEIRA FILHO, 2009).
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livro, foi um achado pra mim, ele era coisa bem mo-
derna, bem moderna mesmo e ndo tinha essa conota-
¢ao de livro de 12 ano de gindsio, 12 ano de colégio 12,
2% ¢ 32 anos, ndo. Ele tinha todos os assuntos, e eu
abordava os assuntos de acordo com a nossa progra-
magao.

Sei que era vermelho, o livro, e era grosso, a enca-
dernagdo era muito boa. O grupo de alunos que eu
introduzi esse livro, esse grupo foi um dos primeiros,
pena que eu ndo tenha ninguém assim pra quem eu
possa apelar a memdria. Ele foi usado nos primeiros
anos que eu ensinei no Colégio de Aplicagdo, ndo é di-
zer que no Colégio de Aplicagdo ndo existia, estou lem-
brando de quando eu estreei no Colégio de Aplicagdo
com esses materiais, jd depois que voltei para a Bahia.

Nao era aquilo tradicional, era uma coisa que eu
— ndo nego, ndo, — eu tinha que estudar, amadure-
cer... mas, eu amadurecia com eles, porque nédo havia
tempo pra amadurecer. O Catunda, que era o pai da
ideia, ele... como é que se diz, orientava essa proposta.

Esse livro quando nos estuddvamos, por exemplo, a
funcdo, ele fazia pela translagdo, pela homotetia, mas
“ndo dava os nomes aos bois’, entdo, eu carreguei co-
migo essas nogbes. Era um livro cujo autor eu ndo me
lembro agora, mas ele estudava, primeiramente, por
exemplo, a funcao identidade, depois ele fazia homo-
tetia, era a questdo linear, depois ele fazia translagdo,
entdo, vocé tinha a funcdo de 1° grau. A funcdo de
22 grau, ele comecava pela fungdo, a funcdao era a fun-
damental, era ‘¥°”, depois ele fazia homotetia, quer di-
zer, ele fazia uma pardbola... depois fazia homotetia
de acordo com o coeficiente de A, ela abria ou ela re-
duzia, levando em conta o sinal. Depois uma trans-
lacdo, quer dizer, ela deixa de ter o vértice na origem
e passa a ter para cima ou para baixo. Uma transla-
¢do. Depois... dada uma funcédo qualquer, como vocé
trabalhar na fungdo do 2° grau para descobrir que ho-
motetia e que translagoes foram feitas da fundamental
pra se chegar aqui...

Esse livro abriu muito a minha cabeca e abriu tam-
bém a dos alunos. Depois é que eu fui casar que
era uma homotetia, era uma translacdo, e a simetria
também. Até simetria também. Tal fungdo é obtida
dessa forma... fazendo isso, fazendo homotetia, fa-
zendo translagdo, depois simetria em relacdo ao eixo
ou em relagdo ao eixo das ordenadas ou em relagdo a
uma determinada reta... e ai pronto.

Simultaneamente a esse trabalho, existia ld em
Porto Alegre uma professora que tava fazendo umas
experiéncias, uma maneira de introduzir os assuntos,
mas ela ndo teve o sucesso esperado por falta de esti-
mulo para os professores...
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Figura 2: Prof.2 Maria Augusta na sala de aula do

Mas, esse livro, uma espécie de uma traducdo de um
livro americano, era... era uma coisa! Eu ficava en-
cantada, a maneira ndo s6 como expunha, como ele
introduzia a matéria, mas também a maneira como
ele cobrava. Eu me lembro perfeitamente da maneira
como ele cobrava, ele parecia... — porque americano
tem essa... — parecia que era muito fdcil no comego,
depois que vocé ia ver o perigo que era a maneira como
ele cobrava.

A experiéncia do uso desse material americano foi
interrompida no Colégio porque veio o projeto de
Martha, ai me convidaram para aplicar e eu aceitei.
Era uma proposta diferente: comega que ela intro-
duzia essas transformagoes basicamente na geometria;
depois é que nés comecamos a introduzir essas trans-
formacoes na aula, na funcéao e tudo mais, entendeu?
Nesse livro que eu lhe falei antes ndo citava explicita-
mente as Transformagdes, ndo.

Depois de um tempo, como eu me dava muito com
uma das autoras da equipe desse outro livro’, cuja au-
toria é de Omar Catunda, comecaram a querer experi-
mentar esses materiais, esse livro, e me confiaram. En-
tdo, eu acompanhei uma turma com essa apostila que
era, vamos dizer assim, feita grosso modo. Nés traba-
lhdvamos, eu e ela trabalhdvamos, vamos dizer assim,
a tarde e a noite e, de manha, jd estdvamos aplicando.
Foi muito assim “em cima da perna’, entdo, levei aque-
les meninos até o terceiro ano. Ld eu tinha muita au-
tonomia para agir, ndo tinha problema, ndo.

Eu estava comentando com a Neide (Clotilde Pinho
e Souza), que na época em que esses materiais estavam
sendo feitos eu jd estava simultaneamente aplicando

7CATUNDA; DANTAS, et al., v. I, 11, I1I, IV, 1971.
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CA. Arquivo pessoal da Prof.2 Maria Augusta.

no Colégio de Aplicagdo.

Apesar deles ndo terem o material suficiente, porque
se tratava de uma experiéncia, entdo vocé ndo encon-
trava aquela matéria em lugar nenhum, era s6 mesmo
aqueles apontamentos feitos, folhas assim... que eu en-
tregava pra eles e aquele material é que eles estuda-
vam, que eles aplicavam. Depois é que foi feito uma
apostila “grosseira” e depois é que eles fizeram um livro
de editora, editora tal da Universidade. Mas foi feito
inicialmente assim.

Antes dos livros tinha muito material mimeogra-
fado. Era assim: hoje eu sabia que eu ia dar certo as-
sunto, ai na noite anterior eu preparava o stencil e no
dia seguinte, enquanto eu estava dando aula, o ma-
terial “estava batendo” 8. Em seguida, o rapaz levava
para mim na sala e eu entregava para poder ter maior
fixagdo, né?! Eu cobrava muito, mas muito mesmo de-
les. Eles ficavam “meio esticados” com tanta coisa, até
porque o Colégio ndo era fdcil, viu?! O Colégio puxava
muito. A professora de Histéria néo deixava escapar,
era Matemdtica de um lado, Historia de outro, Portu-
gués do outro... cada um puxava para o seu lado.

Quando chegaram os livros onde foram dadas as
Transformagdes, entdo encaixou, aquilo era apresen-
tado num crescendo... Pode até ser que alguém dis-
sesse: “Ah! mas eu achava que a outra maneira era
mais simples, era mais imediata”; eu digo uma coisa:
“mas af vocé ndo teria, de maneira nenhuma, a visdo
de como aquilo se passava’. E isso depois se estendia
para ensinar todas as fungoes, trigonométricas, loga-
ritmicas, exponenciais...

8Uma expressdo que era muito usada para se referir a fazer c6-
pias de um documento no mimedégrafo, registrado originalmente
no papel stencil.
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Omar Catunda era o nosso coordenador, ele foi
nosso diretor no Instituto de Matemdtica — ndo sei lhe
precisar quanto tempo ficou na direcdo. Depois se apo-
sentou, se afastou, mas continuou a orientar esse tra-
balho que Martha redigiu. Ele ndo ia mais, mas ele
dava orientagoes. NOs nos reuniamos na residéncia de
Martha e néo tinhamos hordrio de saida, sé de che-
gada. A gente ia se entusiasmando, a gente ia ficando,
ficando... era ld na casa dela na Graca porque, na ver-
dade, nos éramos funciondrias do governo e tinhamos
esse privilégio de fazer esse trabalho, e como era dificil
encontrar uma sala onde nds nos reunissemos e tivés-
semos tranquilidade total, ela puxou para casa dela.

Ela era a mais velha e puxou para casa dela. Mas,
era mais rigorosa do que qualquer chefe de departa-
mento, qualquer chefe de faculdade, ela era muito sé-
ria e nds retribuiamos, né?! Todo dia em vez de ir para
outro lugar, iamos pra casa dela. O trabalho era feito
ld.

Entédo, eu mesma ndo tenho assim aquela vaidade,
aquela pretensdo de ter feito... de aplicar método A,
método B, meu negdcio era... o meu intuito era estudar
com eles, era faze-los entender como eu estava enten-
dendo aquilo, porque néo tinha tempo nem de ama-
durecer. Eu... eu gostava da experiéncia em si, eu gos-
tava! Mas, dizer que eu tinha conhecimento completo,
eu ndo tinha nem... pra falar francamente, eu ndo ti-
nha nem consciéncia de que a matéria seria dada para
eles na universidade, mas, depois é que eu fui saber
que era... que constituia a matéria de Geometria Ana-
litica e, também da parte moderna, que eles jd come-
cavam comigo, ndo era na faculdade, ndo.

Eu ndo tinha total consciéncia do bem que a aplica-
¢do daquelas apostilas ia fazer porque... Quando eles
entraram na faculdade jd deslancharam, porque o ves-
tibular para eles foi considerado facilimo e as matérias
tinham a ver com a matéria que eu ensinei, que estava
associada a Matemdtica Moderna.

Foi o professor Catunda que introduziu no Colégio
de Aplicagdo a nogdo de Estatistica, a nog¢do de Finan-
ceira e a noc¢do de Derivada, que ndo se usava, né?!
Ndo se dava, ndo. No livro do 3° ano tinha Derivada,
Financeira e Estatistica. Ndo precisava ser com pro-
fundidade, mas uma espécie de apresentagéo e vocé vé
que tanto valeu que entrou no programa do vestibu-
lar, ndo foi? Ele tinha uma visdo muito além, apesar
de ser uma pessoa de idade, ele tinha uma visdo muito
grande. Ndo precisava ficar se aprofundando em coi-
sas que eles poderiam ver depois, ndo era essa a preten-
sdo dele. A pretensdo era que tivessem uma visdo geral
desses assuntos. Quem é que estudava Financeira an-
tes? Nunca, nunca ouvi dizer, mas foi ld que foi intro-
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duzida Financeira, Estatistica e Derivada. Derivada?
Derivada no 32 ano! E uma coisa também que eles fo-
ram ver logo no comego do estudo de Cdlculo, né?!

Eu falei da Geometria Analitica, que eles viram...
translagdo, simetria e homotetia, mas a parte de Alge-
bra, a parte de Cdlculo nés introduziamos no 3° ano
do Colégio.

Se vocé me perguntasse qual a principal mudanga
trazida pela Matemdtica Moderna eu diria que era
a inser¢cdo do contetido, mesmo. Porque até entdo,
mesmo quando eu estudei, ndo se falava em conjun-
tos, aquela teoria do conjunto todo... e ld no Colégio
de Aplicagdo nés comegcamos a estudar todo contetido
pela teoria dos conjuntos.

E isso mudou, inclusive, a maneira deles estudarem,
ndo s6 no gindsio como no colégio, no colégio princi-
palmente. Facilitou muito mais o aprendizado. Foi
muito eficiente pra eles, em vez de ser aquele conte-
tido tradicional. NOs estuddvamos tudo, mas a ma-
neira de introduzir, a maneira de cobrar também era
diferente. Entdo, na minha maneira de ver, acho que
facilitou pra eles terem estudado a parte da teoria dos
conjuntos, né?! E como também as modificacoes na
parte de Geometria, Geometria principalmente, faci-
litou muito.

O estudo da Geometria no Colégio era todo feito
através da Geometria das Transformagoes. Eu sem-
pre estudei formalmente os poligonos, quadrildteros...
tudo, tudo através da simetria ou entdo da homote-
tia, até Geometria no espaco. Foi muito... abriu muito,
sabe?! E abriu facilitando, ndo abriu complicando es-
ses estudos, ndo, abriu facilitando. Com a maturidade
e 0s conhecimentos anteriores que eu tinha isso s6 fez
ajudar e pra quem ndo conhecia de outra forma era
muito mais fdcil aprender, muito mais fdcil. De modo
que pra mim foi muito gratificante.

Demonstracoes a gente fazia tudo baseado nas
Transformagbes. Mas, ai entrava um fator: a mi-
nha dificuldade de me adaptar, porque... eu estudei o
processo tradicional, né?! E pelas Transformacoes era
muito simples, as vezes, eles que puxavam... tiravam a
conclusdo mais rdpido do que eu, porque eu tava “ca-
ducando jd naquele assunto’, né?! Tava usando sem-
pre coisas mais complicadas e pelas Transformagoes
simplificava tudo.

O que foi um pouquinho chato para mim é que eu
ensinava no Colégio de Aplicacédo e no Jodo Floréncio
Gomes. Dava vontade de levar essa proposta para ld
também, mas ndo podia por causa do material. O
material estava todo “preso” a proposta do Colégio de
Aplicagdo. Nao podia fazer. Entdo, eu fazia ld de uma
forma e no Jodo Floréncio de outra.
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Figura 3: Registro do 32 Semindrio de Pedagogia da Matematica, que ocorreu em Salvador, de 8 a 15 de agosto
de 1973. A prof.2 Maria Augusta estd na primeira fila, no centro da foto com camisa estampada. Arquivo pessoal

da Prof.2 Maria Augusta

Eu ndo entendo a dificuldade que existiu de apli-
car aqueles livros nos diversos colégios onde depois fo-
ram feitas iniciativas semelhantes. Acho que ndo ti-
nha a ver com o Colégio de Aplicacdo. Mas, Dona
Martha como parte do estudo sobre aquela proposta
levou para outros colégios e foi bem dificil, ndo sei se
falta de base, preparo ou mesmo coragem do professor
para aplicar.

O qgue mais eu lamento é o Colégio ter acabado. Pa-
rece que a Universidade achava um desperdicio que
professores que recebiam um saldrio de professores da
universidade estivessem trabalhando em um colégio
de gindsio e, por conta disso, o reitor achou por bem
fechar. Foi na época da professora Zilma (Parente de
Barros). Foi ela que deu por terminado, né?! Foi na
gestdo dela que o Colégio acabou. Eu acho que a de-
cisdo foi de ordem financeira. Agora, se olhassem para
0 outro aspecto, para a sociedade, néao tinha coisa me-
lhor.

O retorno ao Ensino Superior

Ja na Faculdade quando eu voltei... eu ensinei uma
matéria que ndo existe mais, que era uma espécie de
recuperagdo. Era assim: vocé entrava no curso de Ma-
temdtica com uma nota de entrada no curso, com uma
nota de Matemdtica fraca, ai a Universidade dava um
“curso de recuperagdo’, em que me foi pedido para ex-
plorar Geometria, Trigonometria e... essas matérias
assim, para ver se melhorava o nivel, mas, nédo deu
muito certo, ndo, porque nao continuou.

Hoje em dia acho que entra pesado nas matérias de
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Cdlculo, Geometria analitica... entra pesado, nédo tem
mais isso, ndo, mas levou-se alguns anos, eu ndo sei
se foram dois ou trés anos com essa experiéncia. Esse
curso, apesar de ter esse conceito: ‘ah, é recuperar os
alunos que tiraram nota baixa, que ndo atingiram o
certo nivel em Matemdtica...” tive alunos que eram oti-
mos.

O curso se chamava Complementos de Matemdtica
e era uma espécie de revisdo do Curso de Cientifico
para que os alunos enfrentassem melhor a faculdade.
Mas, também tinha aquele aluno que jd se achava ca-
pacitado para enfrentar a Matemdtica e tudo mais.
Mesmo assim tinha que tolerar uma pessoa fazendo
revisdo, coisa que ele jd tinha feito no cursinho, coi-
sas muito melhores, talvez. Af eu tive que fazer al-
guma coisa diferente, né?! Dialogar e discutir umas
questoes, botar uns problemas dificeis para resolver e
tudo... mas, terminou.

Depois foi que eu comecei a ensinar disciplinas de
Cdlculo. Ensinei Cdlculo 1, Cdlculo 2, sé ndo cheguei
a Cdlculo 3, nunca peguei uma turma de Cdlculo 3, s6
Cdlculo 1 e Cdlculo 2.

Lembrando da Professora: memorias
de ex-alunos de Maria Augusta

Segue a textualizacdo de uns poucos trechos de en-
trevistas de ex-alunos da professora Maria Augusta
no Colégio de Aplicagdo. Esses trechos sdo bem em-
blemaéticos da atuacao dela, reforcando as memorias
dela sobre o trabalho que realizou ou indicando o
modo como ela ficou marcada na memoria deles.
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Figura 4: A prof.2 Maria Augusta entre os estudantes do CA. Arquivo pessoal da Prof.2 Maria Augusta.

Jaci Maria Ferraz de Menezes ° Quando Maria Au-
gusta comegou a trabalhar com a nossa turma, eu
acho que jd na primeira unidade ela trabalhou com
algumas apostilas com teoria de conjuntos. E uma
lembranga fugaz — eu acho que era sé para ela dar
uma “agilizada nos conceitos’, no inicio.

Dona Martha (Dantas) era assim, aquela senhora
imponente, sempre de salto alto, certo?! E que estava
presente todo o tempo na vida do Colégio e... Maria
Augusta era baixinha, um pouco menor, e, assim, ela
é elétrica, “The Flash”. Ela entrava na sala de aula,
ela ndo fazia mais chamada, entdo, ela deixou pra ld.
“Bom dia, bom dia, bom dia...”, passava para o qua-
dro de giz e passava uma lista de exercicio e comegava
o trabalho, a fazer exposi¢do e, depois, comegava o tra-
balho todo, com exercicios, etc.

“Guguta” se lembra de uma resisténcia a implanta-
¢do das atividades de Matemdtica por parte de uma
colega que fumava — nds, na época, as meninas na
sala, ninguém fumava na sala, era proibido, mas no
intervalo podia fumar, nos corredores néo tinha maio-
res restricoes —, entdo, o pessoal tava na porta da sala
esperando ela chegar ai, na hora que ela chegou, essa
colega encheu o pulmdo e soltou a fumaga no rosto
dela. Ela ficou ofendidissima, se sentiu agredida, ela se
lembra até hoje! Ela perguntou pra mim dessa vez que
a gente se encontrou, em dezembro do ano passado:
‘como era o nome daquela sua colega...” eu disse: “eu
ndo me lembro, Maria Augusta’. “Ah, pois ela encheu
o pulmdo e soltou a fumacga na minha cara.”

Pense numa barreira, assim, uns trés ou quatro, na

9Ingressou no CA em 1961.
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hora dela entrar na sala... porque, justamente, esse
pessoal tava que ndo aguentava mais a Matemdtica
no regime linha dura de Maria Augusta. No ano se-
guinte eles passaram para o Cldssico. Mas, ela fazia
com muita naturalidade... ndo é livrando a cara dela,
ndo, ela fazia com muita simpatia, ela dava aula, fa-
zla, preparava... e o pessoal aprendia, tanto assim que
eu que ndo sou do ramo ainda me lembro.

Anénima '° Como é que a gente aprendia a demons-
trar na escola? Ndo sei como a gente aprendia a de-
monstrar na escola, ndo sei, mas se vocé conseguir um
livro da época, vocé pode ver que tudo tem demonstra-
¢do, tudo tem hipétese, tese, demonstragdo. Se fazia, se
fazia.

Outro dia eu perguntei a Maria Augusta: “Maria
Augusta, como é que vocé enfiava aquilo tudo na ca-
beca da gente?” e ela respondeu: “também ndo sei, eu
também ndo sei”. E a gente aprendia, a gente apren-
dia.

Ndo era Geometria tradicional, ndo, era com rota-
¢do, simetria, translacdo e a geometria plana era toda
com base nas transformagoes lineares, nas transforma-
¢oes no plano. Maria Augusta era professora de Mate-
mdtica que aplicava.

Tudo, tudo, tudo mesmo, que vocé possa imaginar
em trigonometria, era dado. A gente saiu do Aplicag¢do
com Limite, Derivada e Integral, perfeita. Teoremas e
tudo! Sai de ld completa. Eu sai do Colégio direto para
a Universidade. Terminei em meia nove e, em setenta,
eu tava cursando (Matemdtica).

10Ingressou no CA na turma de 1963.
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Raimundo Mesquita de Luna Freire !! Durante os
meus sete anos no Colégio, somente em um deles, o
segundo ano, é que eu tive uma outra professora, du-
rante seis dos sete anos a professora foi Maria Augusta
Moreno. Ela era uma das professoras que, junto com o
professor Omar Catunda, desenvolvia aquela metodo-
logia que a gente estudava.

O que eu me lembro é que ela era uma pessoa alta-
mente comprometida, muito bem preparada, que sa-
bia a matéria que ensinava e sabia transmitir. Eu ima-
gino que ensinar aos meninos de doze, treze anos, vocé
sendo uma professora que, inclusive, dd aula na uni-
versidade, isso ai exige uma habilidade especifica e ela
tinha. Entdo, ela tinha tanto conhecimento naquilo
que ia ensinar quanto uma facilidade de transmitir.

Ela tinha uma diddtica muito boa. Era uma pessoa
muito rigida e inflexivel, que nédo dava essa abertura
para contestar, nem pra tirar dividas, pelo menos essa
era minha sensagdo, e era uma sensagdo generalizada,
pelo que eu sei, ndo era s6 minha, ndo, era uma sen-
sagdo generalizada, mesmo para tirar duvida. Vocé ti-
nha medo de dizer “ndo entendi, pode explicar...” claro
que existia essa possibilidade, ndo era um regime dita-
torial, mas tinha uma barreira grande que eu ndo ti-
nha com outros professores, para vocé ver que ndo era
uma regra da Escola, era uma coisa muito da persona-
lidade dela, tinha professores até piores...

Outra coisa que eu t0 me lembrando agora... a ava-
liagdo normalmente era um teste e uma prova a cada
unidade, além disso, tinha um “testezinho” pratica-
mente todo dia de aula, tinha um teste de uma tinica
pergunta no inicio da aula. A gente tinha uma cader-
netazinha, todo mundo tinha que ter uma caderneta
dessa, entdo, no inicio da aula ela passava uma per-
gunta, s6 um problema rdpido, que vocé tinha que re-
solver em dez ou quinze minutos e, ai, no fim da uni-
dade, a soma desses vdrios pequenos testes valia uma
nota também, igual a nota do teste e da prova. Acre-
dito que era uma forma de obrigar a td em dia com a
matéria, né?!

Essa cadernetinha ficava com a gente. Era assim,
vocé levava sua caderneta, ela passava o problema,
vocé resolvia ali e entregava para ela na mesma hora.
No mesmo dia ela devolvia, jé com a sua nota, né,
como era s6 uma questdo, era “‘um certo’, “‘um er-
rado” ou “um meio certo’, sei ld... mas ela devolvia no
mesmo dia que vocé levava, entdo, s6 ficava com ela
para corrigir. Foi o que eu disse, acho que a ideia era
obrigar a ficar em dia com a matéria, para que vocé
ndao acumulasse para a véspera da prova, né?! Vocé ti-

Hngressou no CA na turma de 1966. A entrevistada preferiu
ndo ser identificada, preferindo a utilizacdao deste pseuddénimo.
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nha que estar em dia com a matéria. Em geral, essas
questbes ndo eram questoes muito dificeis, até porque
vocé tinha pouco tempo para resolver, era mais obje-
tiva mesmo, sobre o que tinha sido dado na tultima
aula.

Valber Roberto Carneiro Carvalho '? Quando che-
gamos na sétima série, sétima e oitava, nos tivemos
o prazer de estudar, de sermos alunos de uma mu-
lher... uma das autoras do livro que a gente estava
estudando, vocé imagina o que significa isso? Maria
Augusta. O livro era feito por oito pessoas, o primeiro,
0 mais famoso, um “matemdtico daqueles” chamado
Omar Catunda, e ela era a ultima ou a penultima.
Rapaz, aquilo era um delirio pra gente, a mulher era
uma das autoras do livro que a gente tava estudando!

Vocé conversava com gente, com seus colegas de ou-
tros colégios... o livro de Matemdtica que a gente estu-
dava tinha nossa professora como uma das autoras!

As provas dessa professora, Maria Augusta, eram as-
sim: “Considerando que existem duas retas paralelas
que cortam outras duas retas — ndo sei o que ld... — e
que o dngulo tal S1 é igual... congruente com o dngulo
tal... prove que essa terceira reta que passa aqui é pa-
ralela também a essa duas”. Vocé tinha que provar por
logica geométrica. “Com efeito...” — a gente tinha que
comegar assim —, “‘com efeito, considerando-se que o
angulo tal é igual ao angulo tal e que o teorema de ndo
sei quem diz que quando duas retas se cruzam no dn-
gulo tal pa-pa-pa... gera uma terceira reta nao sei o
que...”

Entdo, para vocé responder aquilo vocé escrevia um
catatau de treze linhas, justificando... até vocé provar
por A mais B, por logica, que aquele dngulo tal era
igual ao dngulo tal. A prova de Matemdtica da oi-
tava série, era assim, era uma prova muito dificil, ti-
nha que escrever, que relacionar teoremas e gerar con-
clusoes, lhe colocava para pensar.

Isso era a Matemdtica da 8% série! Isso mexia com a
gente pra caramba e, confesso a vocé, tinha uma certa
dificuldade, néo era um terreno em que eu bailava...
eu tinha que fazer uma explanacdo sobre a Matemd-
tica, porque que isso é igual a isso e porque isso é si-
métrico a isso. Eu tinha que usar a logica, os teoremas,
usar as teorias da Matemdtica pra chegar ao resultado
desejado, entendeu?! Isso ndo era mole, nédo, vocé es-
crevia muito, vocé saia de cuca fundida das provas.

Ela inventou um sistema de avaliacdo em que o

12Ingressou no CA em 1971 e teve que sair apds a 82 série por
ndo serem mais oferecidas novas turmas para o Segundo Grau
(atendendo ao processo de reducdo de turmas em func¢do do fe-
chamento do CA, que se deu em 1976).
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aluno tinha que estar presente no inicio da aula, vocé
ndao podia faltar e ndo podia perder o inicio da aula
porque havia um teste, ela chamava de miniteste ou
“testinho”. Para ninguém “pescar” ela dividia a sala
em quatro diferentes turmas com testes diferentes e,
entdo, ela dava quatro exercicios, um para cada uma
dessas turminhas responder, ai vocé respondia e ela re-
colhia em cinco minutos.

Quando vocé acertava recebia um “mais” e se errasse
recebia um “menos”. A quantidade de “mais” que vocé
tivesse era somada e aquilo gerava uma nota que ia ser
combinada com a nota da prova, e aquilo era um ter-
ror de alguma forma, mas também te mantinha aceso,
é como um piloto de avido que tem que fazer teste todo
meés para saber se estd bem. S6 que era toda aula, e
foi um periodo, muito, mas muito dificil, eu fui muito
bem na sétima série, eu me lembro, em equacoes do
segundo grau e sofri um pouquinho na oitava, que era
Geometria.

EYEYEEEEE

Quando realizei entrevistas com ex-alunos do Colé-
gio de Aplicacdo a professora Maria Augusta foi a pro-
fessora que mais figurou como associada ao projeto
de modernizacdo da Matematica liderado por Martha
Dantas e Omar Catunda.

As marcas que ela deixou na memoria de seus alu-
nos lhe deram um certo destaque, seja pelo grau de
comprometimento com o ensino de Matemadtica, seja
pelas mudancas que aquele projeto representou na
formacao académica deles, repercutindo na trajetdria
profissional mesmo daqueles que nao seguiram car-
reiras ligadas as exatas.

Enfim, este artigo trouxe memodrias ligadas a tra-
jetéria profissional da prépria professora Maria Au-
gusta de Aratijo Moreno e uma se¢do com recortes
de memorias de alguns ex-alunos dela no Colégio de
Aplicagao.

Podemos concluir afirmando que com este traba-
lho se destacou um perfil de professores do IME que,
desde o comeco do Curso de Matematica, enfoca-
ram sua atuacao na qualificacdo do ensino de Mate-
matica na Educac¢do Basica baiana, que acompanha-
ram o trabalho iniciado pela professora Martha Maria
de Souza Dantas, nossa personagem mais renomada
nesse campo de atuagdo do Instituto.
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Caos em Bilhares Dinamicos

EEREEEREREREEERERERERE RIS
PANORAMA

FEFEFEERERERERERERESESEEE

[EEEEEE

Yuri Lima

Um dos exemplos classicos em sistemas dinami-
cos é o de bilhares, que foram introduzidos ha mais
de um século como simplificacbes do modelo de
Boltzmann na Mecanica Estatistica. Os bilhares po-
dem exibir diferentes comportamentos dinidmicos,
dos mais simples (totalmente integraveis) aos mais
complexos (cadticos). Neste PANORAMA, discutiremos
as diferentes classes de bilhares dindmicos, com foco
nos bilhares dispersivos, que possuem diversas pro-
priedades caéticas.

Introducao

Um bilhar dindmico é um tipo de sistema que mo-
dela o movimento de particulas em um espaco. Este
modelo matemaético, surgido no inicio do Século XX,
é extensivamente estudado e utilizado para compre-
ender fendmenos complexos e comportamentos cad-
ticos.

A ideia bésica do bilhar dindmico é estudar o com-
portamento do movimento de particulas ap6s multi-
plas colisdes que sofrem entre si e com a borda da
regido em que se encontram. Dependendo do for-
mato da borda, a trajetéria das particulas pode ser
bem simples ou, contrariamente, extremamente ca-
6tica. Desta forma, bilhares dindmicos sdo um t6-
pico de pesquisa muito interessante em sistemas di-
namicos, e as ferramentas desenvolvidas em seu es-
tudo fornecem métodos potentes que sdo aplicados
em outros contextos da Matematica.

A maioria dos leitores deve conhecer o jogo de bi-
lhar. Presente na nossa vida cotidiana, ele consiste
em uma mesa retangular, com seis buracos. Sobre
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a mesa, encontram-se bolas esféricas que se movem
por meio de batidas de um taco. Uma vez que sofre

Figura 1: Sinuca, com buracos, bolas e taco.

a acao do taco, uma bola se move em movimento re-
tilineo, até uma das trés situacdes ocorrer: a bola cai
em um dos buracos; a bola se choca com a borda da
mesa e entdo a trajetéria da bola sofre uma reflexao;
ou a bola se choca com outra bola, e entao a bola em
movimento transfere parte de sua energia para a bola
com que se choca. A partir deste momento, duas bo-
las passam a se mover, de acordo com as mesmas re-
gras acima descritas, e assim sucessivamente.
Quando as bolas se chocam com a borda ou en-
tre si, como podemos identificar a trajetoria que cada
uma delas passa a ter? Na pratica, ha dissipacdo de
energia devido a vérios fatores como a fric¢do, por-
tanto nao sabemos. Isso ocorre também quando a
bola se choca com a borda da mesa: se a é o angulo
que a trajetéria faz com a mesa, medido a partir da
direcdo perpendicular a mesa, entdo em um contexto
ideal o angulo de reflexdao  deve ser igual a ¢. Na
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pratica, @ e  sdo apenas aproximadamente iguais.
Para melhor entender o efeito da borda da mesa no
movimento das bolas, no que segue, vamos nos ater a
uma situacao bem simplificada, assumindo que:

Hipétese 1: A mesa nao possui buracos.

Hipétese 2: Temos apenas uma bola na mesa. Ela
serd representada por um ponto, que
chamaremos de particula.

Hipétese 3: Nao hé dissipacdo de energia.

Neste caso, @ = 3. Este contexto caracteriza o que
chamaremos de um bilhar dindmico: dado um do-
minio compacto D do plano R? ou do toro bidimen-
sional T2, que chamaremos de mesa de bilhar, consi-
deramos uma particula que se move com velocidade
constante sobre a mesa e se choca com a borda da
mesa, tal que o angulo de incidéncia é igual ao de re-
flexao em cada colisdo. No que segue, discutiremos
diferentes classes de bilhares dindmicos. O leitor inte-
ressado pode consultar o livro [6] para uma discussao
detalhada do tépico.

Exemplos introdutérios de bilhares di-
namicos

2.1 Bilhar no circulo

Comec¢amos considerando o bilhar em um circulo,
que assumimos possuir raio 1. Considere trés colisoes
sucessivas, denotadas na figura abaixo por A,B,C. E
facil notar que os tridngulos ABO e BCO sao is6sce-
les, donde AB = BC. Portanto, todas as cordas de-

Figura 2: Bilhar no circulo.

terminadas por colisdes sucessivas em uma trajeto-
ria possuem o mesmo tamanho 2¢. Quando 2¢ co-
incide com o tamanho do lado de um n-agono regu-
lar, a trajetoria da particula serd periédica, igual a um
n-agono regular. Mas, em geral, 2¢ difere de todos
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os tamanhos de lados e diagonais de poligonos regu-
lares, e dai obtemos uma trajetdéria aperiédica, em
que a sequéncia de batidas nunca fecha. Em ambos

Figura 3: Parte de uma trajetéria aperiodica; o circulo
vermelho é tangente a todas as cordas da trajetéria.

os casos, é facil notar pelo teorema de Pitdgoras que
as cordas determinadas por uma trajetéria sdo tan-
gentes a um mesmo circulo de raio V1 —¢2 e concén-
trico ao original. Este circulo menor é chamado de
caustica, que em grego significa “queimar”: se ima-
ginarmos que a trajetéria da particula é um raio de
luz, entdo por tangenciar o circulo menor para sem-
pre, ele se aquece indefinidamente, justificando sua
nomenclatura.

2.2 Bilhar na elipse

Agora consideramos uma mesa de bilhar no formato
de uma elipse. Relembre que, dados Fi, F, dois pon-
tos do plano e 2a > FF, a elipse determinada por
Fy,F,,2a é o conjunto de pontos do plano

&=1{P:PF, +PFE =2a}.

Os pontos F; e F, sao chamados focos. Ao contra-
rio do circulo, as retas normais a elipse ja ndo passam
todas por um mesmo ponto. Ainda assim, h4d, feliz-
mente, diversas analogias das trajetérias dos bilhares
no circulo e na elipse.

Comecamos exibindo exemplos de algumas traje-
térias periddicas. Seja AB o eixo horizontal da elipse.
E possivel, por exemplo, inscrever um triangulo ABC
na elipse de modo que os angulos de incidéncia e re-
flexdo coincidam em cada um dos vértices; isto define
uma trajetoéria peridédica com trés batidas. Mais ge-
ralmente, para cada n, é possivel inscrever uma traje-
téria periddica de periodo n (exatamente n batidas).
Novamente, é muito dificil uma trajetéria ser perio-
dica, e a maioria delas é aperiédica, nunca passando
por um mesmo ponto de batida. Adicionalmente,
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o bilhar na elipse também possui cdusticas. Porém,
aqui temos dois tipos diferentes delas: se as duas pri-
meiras batidas ocorrem em pontos A e B tais que AB
ndo intersecte o segmento F; F,, entdo todas as cor-
das desta trajetoria sao tangentes a uma elipse menor,
de mesmos focos Fi, F» da original; se AB intersecta
F, F, em seu interior, entdo existe uma hipérbole #°
com focos Fi, F, tal que todas as cordas determina-
das por batidas sucessivas sao tangentes a /.

Figura 4: C4usticas na elipse.

E se o segmento AB passar por um dos focos, diga-
mos F;? Neste caso, o teorema de Poncelet fornece a
resposta.

Teorema 2.1 (Poncelet). Seja & uma elipse de focos
F,F>. Dado um ponto A da elipse, seja ¢ a reta nor-
mal a elipse passando por A. Entdo os angulos que
AF) e AF, fazem com ¢ sdo iguais.

14
\
A

D

Pelo teorema acima, se AB passa por Fj, entdo to-
das as cordas definidas por batidas sucessivas passam
pelos focos, alternadamente. Neste caso, podemos
considerar os pontos F; e F, como céusticas dessas
trajetorias.

Julho de 2026

As propriedades do circulo e elipse valem, de fato,
para qualquer mesa de bilhar convexa (e suficiente-
mente regular). Estes sdo resultados profundos, de-
correntes de argumentos em dindmica conservativa e
teoria KAM (devida a Kolomogorov, Arnold e Moser).
O leitor interessado pode consultar [5] sobre este t6-
pico.

2.3 Bilhar no retangulo

Agora focamos no bilhar que estamos mais acostu-
mados, cuja mesa tem formato retangular. Considere
uma trajetéria como na figura ao lado. Notamos que
se o primeiro angulo de incidéncia é a, entdo todos os
angulos serdo a ou 90° — a. Mesmo assim, a trajeté-
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ria da particula pode ser extremamente complicada.
Para melhor entender esse comportamento, utiliza-
mos uma ideia advinda da ética.

Ao invés de refletir a trajetoria, refletimos a mesa
de bilhar: podemos considerar a trajetéria continu-
ando em linha reta nessa mesa refletida, sem ne-
nhuma mudanca de dngulo. Podemos realizar esse
processo em cada batida, indicando como as orienta-
¢oes dos lados do retdngulo mudam. No caso da tra-
jetéria da figura acima, que realiza quatro batidas nos
pontos A,B,C,D, as reflexdes sdo descritas abaixo.
Portanto, apds essas quatro colisdes, a mesa volta a
Ser a mesma mesa.

D
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Para melhor entender esse processo, vamos
reexplicd-lo de outro modo. Considere a mesa origi-
nal, e trés de suas reflexdes como na figura abaixo.
Os lados esquerdo e direito coincidem, assim como
os lados superior e inferior. Portanto, quando a
particula colide no ponto C, podemos representar a

Revista de Matematica Hipdtia 35



continuagao da trajetéria no ponto C’ abaixo. Assim,
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em uma mesa quatro vezes maior, a trajetéria da
particula sempre segue em linha reta, levando-se
em conta de que as bordas esquerda e direita sdo as
mesmas, assim como as bordas superior e inferior.
Estas identificacdoes definem a mesa maior como
sendo o toro bidimensional T2.

Este método pode ser aplicado a qualquer mesa de
bilhar poligonal em que os dngulos internos sdo mul-
tiplos racionais de 7. Neste caso, o grupo de sime-
tria do poligono é finito, e todas as reflexdes possi-
veis definem uma superficie de translacdo, onde a
trajetéria original do bilhar é identificada com uma
trajetoria retilinea. O estudo de superficies de trans-
lacdo é uma drea que relaciona Geometria, Sistemas
Dinamicos e Topologia, e a partir dela podemos de-
duzir diversas propriedades interessantes de tais me-
sas de bilhar. Notamos, porém, que se algum angulo
interno for um mualtiplo irracional de =, entdo o pro-
blema ainda ndo possui compreensdo satisfatéria. O
livro [1] possui uma excelente introdugdo ao tépico
de superficies de translacao.

Bilhares dispersivos

O matematico russo-americano Yakov Sinal iniciou,
no final da década de 1960, um estudo sistematico de
bilhares caéticos. Motivado pela 6tica, Sinai conside-
rou bilhares em que o formato do bordo é concavo
do ponto de vista da particula. Veja um exemplo na
figura abaixo.

Sempre que um feixe de trajetérias paralelas se
choca com o bordo, ele se dispersa. Portanto, se
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imaginarmos um conjunto de trajetérias inicialmente
bem préximas, apés algumas batidas elas ficam pra-
ticamente independentes, espalhando-se por toda a
mesa, indicando uma sensibilidade as condicdes ini-
ciais.

Estes bilhares (em que o bordo sempre é concavo
do ponto de vista da particula), sao hoje conhecidos
como bilhares de Sinai ou bilhares dispersivos. Eles
também podem ser construidos no toro bidimensio-
nal T2: considerando um dominio fundamental igual
a um quadrado de lado 1, considere dois obstdcu-
los circulares, um deles localizado no centro do qua-
drado e o outro em um dos vértices do quadrado,
como na figura abaixo. Descrevemos também uma

X

possivel trajetéria, levando-se em conta as identifica-
¢oes dos lados paralelos.

Sinai provou diversas propriedades cadticas de tais
bilhares. Em particular, ele mostrou que os bilhares
dispersivos sdo ergédicos. Em poucas palavras, este
conceito significa que com 100% de chance as traje-
térias se espalham por toda a mesa.

3.1 Motivacao: o movimento de um elétron
em um metal

Em 1905, o fisico tedrico e matematico holandés Hen-
drik Lorentz prop6s um modelo que pode ser inter-
pretado como um bilhar dispersivo. Lorentz queria
modelar o movimento de um elétron dentro de um
metal. Por serem bem mais pesadas do que o elétron,
Lorentz assumiu que as moléculas de metal sao fixas,
cada uma delas representada por uma esfera, e que o
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elétron se move em linha reta e colide com as molé-
culas do metal por meio de reflexdes elésticas. Este
modelo é conhecido como gés de Lorentz. Se imagi-
narmos que o metal é formado por dois tipos de mo-
léculas, dispostas periodicamente no plano, entdo o
elétron se move em um bilhar dispersivo conforme a
figura abaixo.

O_0_0O

O
O

Figura 5: Gds de Lorentz, que pode ser interpretado
como um bilhar dispersivo.

3.2 O conceito de entropia

Uma maneira de entender as trajetérias de um bi-
lhar é por meio do sistema dindmico associado, cha-
mado transformacao de bilhar. A transformacao de
bilhar é a funcao que, a cada posicdo p no bordo da
mesa D e angulo a medido em p com respeito a reta
normal, associa a proxima posi¢do de batida p’ e o
proximo angulo de incidéncia a@’. Em outras pala-
vras, f(p,a) = (p',a’) descreve a evolugdo da traje-
téria que comeca a partir da condi¢do inicial (p, @).
A iteracdo de f uma quantidade n de vezes fornece
f*(p,a) = (pn,an) onde p, é a posicdo da n—€sima
batida e a, é o angulo de incidéncia associado.
Esperando que f exiba um comportamento cad-
tico, a sequéncia de pontos (p,, a,) deve ser bastante
variada. Uma das maneiras de entender esta variabi-
lidade é por meio da teoria ergédica, drea que estuda
o comportamento de sistemas dindmicos na presenca
de probabilidades invariantes. Informalmente, uma
probabilidade é invariante se a evolucao no tempo
por f preserva o “tamanho” dos conjuntos. Formal-
mente, se f: X — X é uma transformacdo, entdo uma
probabilidade p em X é f-invariante se

p(f 1 A) = u(A)

para todo conjunto A (a definicdo precisa requer a
discussdo de conjuntos mensurdveis e sigma-élgebra,
que nao faremos aqui). Do ponto de vista probabilis-
tico, isto diz que a chance de tomar um ponto x alea-
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toriamente e ter que x € A coincide com a chance de
que f(x) € A.

Esta propriedade é encontrada em modelos advin-
dos da fisica. Na verdade, tais modelos possuem, em
geral, diversas probabilidades invariantes. Como des-
crever aquela que possui a maior quantidade de caos?
Uma das maneiras de responder a esta pergunta é por
meio da nocdo de entropia. Motivados pelas ideias
de teoria da informacao desenvolvidas por Shannon
na década de 1950, Kolmogorov e Sinai desenvolve-
ram uma teoria que, a cada probabilidade invariante
U, associa um nuimero ndo-negativo h(u), chamado
entropia de p.

Formalmente, para cada particdo & = {Ay,..., Ax}
de X, definimos a entropia de & com respeito a pro-
babilidade y por

k
H(P) =~} uAlogu(Ay).

i=1

Este ntimero, que é ndo-negativo, pode ser inter-
pretado da seguinte forma: tomando-se “aleatoria-
mente” um ponto x € X, qual o preco que devemos
pagar para saber qual A; contém x? Este preco é igual
a H(Z).

Agora queremos saber o preco a ser pago para to-
mar x € X e saber em quais elementos de &? caem 0s
pontos x,f(x),...,f”‘l(x). Este preco € igual a

H(Z;n)=—- ) uB)logu(B),
Be#,

onde a soma € realizada sobre todos os conjuntos B
da forma A;, N f71(A;)n--- f~"D(4; ). A entropia
de u com respeito a & € definida como a taxa de cres-
cimento linear de H(ZZ; n):

1
h(u, #) = lim —H(Z;n).
n—+oo n
Finalmente, definimos a entropia de p.

Definicao 3.1 (Entropia). A entropia de y com res-
peito a f é definida por

h(u) =supi{h(u, &) . & particao finita}.

Intuitivamente, se a entropia de u é h, entao tipica-
mente o nimero de sequéncias observaveis de com-
primento 7 cresce como e, Portanto, quanto maior
h, maior a riqueza de trajetorias.

Uma discussao mais precisa sobre este conceito
pode ser encontrada em [9].
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3.3 Medidas de maxima entropia

Dentre as probabilidades, a que identifica a maior ca-
oticidade de f é a que tem a maior entropia.

Definicdo 3.2 (Medida de méaxima entropia). Dize-
mos que uma probabilidade invariante y é medida de
maxima entropia para f se, dentre todas as probabi-
lidades invariantes, ¢ maximiza a entropia:

h(u) = sup{h(v):v é probabilidade invariante}.

Entender quando uma transformacdo f possui
uma medida de méaxima entropia e se ela é tnica
constitui uma intensa 4rea de pesquisa em Sistemas
Dinamicos. Desde a década de 1970, esta pergunta
vem sendo investigada para diversas classes de mo-
delos diferentes. Nos ultimos dez anos, presencia-
mos os primeiros resultados para os bilhares dispersi-
vos (sim, apenas recentemente estas perguntas foram
respondidas, ainda que de modo parcial). Hoje em
dia, diversos trabalhos contribuiram para uma me-
lhor compreensao desta pergunta:

o Baladi e Demers provaram que uma grande classe
de bilhares dispersivos possuem uma tinica medida
de méaxima entropia [2].

o Baladi, Buzzi, Demers, Lima e Matheus mostra-
ram que o numero de trajetérias periddicas desta
grande classe de bilhares dispersivos cresce expo-
nencialmente rapido como e/, onde & é a entro-
pia méxima [2,3,7].

o Lima, Obata e Poletti mostraram que os bilhares
dispersivos possuem no maximo uma medida de
maxima entropia “bem comportada” (chamada de
adaptada) [8].

o Em 2026, Climenhaga e Day forneceram uma prova
de que os bilhares dispersivos sempre possuem
uma Unica medida de maxima entropia [4].

Notamos que uma trajetéria periédica do bilhar nao
significa apenas que a trajetéria passa novamente
pelo mesmo ponto de partida da mesa, mas que ela
deve voltar também com o mesmo angulo! Até em bi-
lhares dispersivos simples, identificar tais trajetérias
nao é uma tarefa simples.

As ferramentas utilizadas nas provas dos resultados
acima sdo bastante variadas, e ajudaram a desenvol-
ver a drea com novas técnicas que agora podem ser
aplicadas em outros contextos.

Ainda hd, porém, muito a ser compreendido. Dei-
xamos aqui um problema que permanece em aberto,
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para bilhares triangulares. Se o tridngulo for acutan-
gulo, entdo o tridngulo 6rtico constitui uma trajetoria
periddica de periodo trés. Se o tridngulo for obtusan-
gulo, entdo nao se sabe se existem trajetorias periodi-
cas.
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TECNICA
Um Passeio com Primos e

Outros Caras Bacanas
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Rafael Filipe dos Santos

Introducao

A infinitude dos niimeros primos é um fato conhe-
cido desde a Antiguidade, cuja demonstragdo mais
célebre remonta ao argumento clédssico de Euclides.

Teorema 1. [Euclides] Existem infinitos primos.

Prova. Suponha por absurdo que haja um ndmero
finito de primos e sejam py, po,..., pr todos os pri-
mos. Considere o niimero N = pyps...px + 1 e ob-
serve que, pelo teorema fundamental da aritmética,
N possui algum fator primo p;. Mas entdo p; divide
N—-pi1:-pz2...px =1, um absurdo. O

E se quisermos provar que existem infinitos primos
em uma certa progressao aritmética? Por exemplo,
serd que existem infinitos primos da forma 4k +1? A
resposta é afirmativa e é possivel adaptar a ideia de
Euclides!

Teorema 2. Existem infinitos niimeros primos da
formadk+1, comkeZ.

Prova. Suponha por absurdo que haja um nimero fi-
nito de primos e sejam py, p2,..., px todos os primos
congruentes a 1 médulo 4. Considere o niimero

N= (plpz...pk)2+l.

Sabemos que todo nimero da forma x?+1 com x >
1 possui um fator primo congruente a 1 médulo 4.
Logo, N deve possuir algum fator primo p;. Mas en-
tao p; divide N — (p1p2...p)? =1, um absurdo. O

2

Um questionamento interessante é se é possivel
generalizar as ideias das solu¢des acima para mostrar
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que existem infinitos primos em uma progressao arit-
mética mais geral, da forma ak+ b com a e b intei-
ros fixados tais que mdc(a, b) = 1? Note que a condi-
¢do de a e b serem primos entre si é necessdria, pois
do contrario qualquer fator comum de a e b dividiria
ak+b.

A resposta para essa pergunta é afirmativa e é o fa-
moso teorema de Dirichlet, provado em 1837.

Teorema 3 (Dirichlet, 1837). Sejam a e b inteiros po-
sitivos com mdc(a,b) = 1. Existem infinitos niimeros
primos da forma ak+ b, com ke Z.

As principais demonstragoes desse teorema utili-
zam varidveis complexas e nao vao na linha dos ar-
gumentos apresentados acima.

O objetivo deste material é, inicialmente, apresen-
tar alguns contextos em que os argumentos utilizados
nas demonstracoes dos Teoremas 1 e 2 se mostram
particularmente interessantes. Em seguida, muda-
mos ligeiramente o foco para discutir resultados so-
bre os fatores primos de sequéncias mais gerais de in-
teiros. Por fim, comentamos alguns aspectos relevan-
tes relacionados a distribuicdo dos nimeros primos.

Primos em Uma Progressao Aritmética

Nesta secdo discutiremos de modo mais aprofundado
alguns pontos por trds das demonstracdes de Eucli-
des e do caso 4k + 1 apresentadas acima.

Para adaptar as ideias para o caso ak + b, pode-
mos procurar um polindmio f(x) € Z[x] para o qual
f(m) possua algum fator da forma ak + b para todo
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m suficientemente grande. No caso da prova de Eu-
clides, como ndo temos restricdes para o primo, usa-
mos simplesmente f(x) = x+ 1. J& no segundo caso,
foi fundamental escolher f(x) = x2+1.

Se existisse um numero finito de primos da forma
ak+ b, digamos p1, p2, ..., p; € se existisse tal f com a
propriedade de que, para m suficientemente grande,
f(m) sempre possui algum fator da forma ak + b, po-
deriamos tomar

N=f((p1p2...p05),

com ¢ suficientemente grande de modo que N > 1.
Pela propriedade de f, concluiriamos que N deve
possuir algum fator primo p;. Dessa forma, lem-
brando que x-y| f(x)-f(y), concluimos que p; tam-
bém divide f(p1p2...p)Y) - f(0) = N — f(0) e, por-
tanto, p; divide f(0). Isso em principio ndo necessa-
riamente produz um absurdo, mas se encontrarmos
f tal que f(0) =1, resolvemos nosso problema che-
gando a uma contradig3o.

Uma outra opg¢ao seria encontrar f tal que, para
m suficientemente grande, todos os fatores primos de
f(m) sejam congruentes a b médulo a, a excecdo,
possivelmente, de uma quantidade finita de primos,
como ocorre em f(x) = x*>+ 1, para o caso 4k + 1. De
fato, tomando my = (Pp1pz...p:)¢, em que P é o pro-
duto dos primos que sdo possiveis excecoes, observe
que, para ¢ suficientemente grande, os expoentes da
fatoracdo em primos de f(m,) estdo limitados pelo
expoente do termo independente f(0) (podemos su-
por f(0) #0, tomando f irredutivel em Z[x]). Isso sig-
nifica que a sequéncia (a,) definida por a, = |f(my)|
é limitada. Porém, para f ndo constante e ¢ arbitrari-
amente grande, ela deveria “explodir”.

A principal dificuldade dessas abordagens reside,
em geral, na constru¢do de polindbmios com as pro-
priedades desejadas. Ainda assim, essa ideia pode ser
explorada em outros contextos. Encerramos a dis-
cussao apresentando um caso particularmente inte-
ressante em que tal abordagem é possivel, a saber, a
existéncia de infinitos primos da forma nk + 1, para
um inteiro positivo fixo n. A demonstracao utiliza a
nocao de polinoémios ciclotomicos. Para saber mais a
respeito, veja [4].

Teorema 4. Seja n um inteiro positivo. Existem infini-
tos ntimeros primos da forma nk+1, com ke Z.

Prova. Suponha que haja um nudmero finito de pri-
mos congruentes a 1 modulo n e sejam py, p2,..., Pk
estes primos. Defina a = (np1p....pi)’. Para defi-
nir o polinémio f, precisaremos recorrer aos polin6-
mios ciclotdbmicos. Seja ¢, (x) o n-ésimo polinédmio

40 Revista de Matematica Hipatia

ciclotbmico. Vamos mostrar que ¢, (a) possui um fa-
tor primo congruente a 1 médulo n. Isso produz a
contradicdo desejada, pois argumentando como an-
teriormente, se g é um fator de ¢,(a) congruente a
1 moédulo n, teremos que q | a e, como a = a—-0 |
¢n(a)—¢p(0), concluimos que q | ¢, (0), porém sabe-
mos que |¢,(0)| =1.

Na verdade, vamos mostrar algo mais forte: todo
fator primo de ¢,,(a) é congruente a 1 médulo n. Ob-
serve primeiramente que podemos tomar ¢ suficien-
temente grande de modo que |¢,(a)| > 1, para garan-
tir que ¢, (a) tem pelo menos um fator primo. Seja
entdo g um fator primo de ¢,(a). Sabemos das pro-
priedades de polindmios ciclotdmicos que

[Tpax) =x"-1.

dln

Em particular, para x = a, temos que ¢ | a1 e entao,
para mostrar que g é congruente a 1 médulo n, é su-
ficiente verificar que ord,(a) = n, pois, como pelo te-
orema de Fermat temos a9~! =1 (mod q), segue que
g=1 (mod n).

Suponha que ordg(a) = h # n. Como q | a" -1,
temos que h | n. Logo, a equagdo anterior implica
que x" -1 = (x" - 1 (x)p(x) para algum polind-
mio p(x). Analisando médulo g, podemos escrever
x"—a"=(x"- ah)(pn(x)p(x) (mod q). Pela fatoracao
unica em Z4, podemos cancelar um fator (x — a) em
ambos os lados, obtendo

Ty x"2a+ . +xa" ?+a" !

h

= (" ex _2a+...+xah_2+ah_1)¢n(x)p(x) (mod q).

Fazendo x = a e lembrando que g | ¢ (a), concluimos
que na" ' =0 (mod g), um absurdo, pois g|a”-1e
n| a, de modo que mdc(na"!,q) = 1. Isso conclui a
demonstracgio. O

Fatores Primos de uma Sequéncia

Uma forma alternativa e bastante util de interpre-
tar as ideias anteriores consiste em evitar o argu-
mento por contradicao, isto é, em vez de supor que
ha apenas um nimero finito de primos de uma dada
forma, buscamos construir explicitamente uma se-
queéncia (a,) com a seguinte propriedade: para cada
termo a,, existe um primo p, = b (mod a) tal que
Pnlane pnéipi,...,pn-1}. Dessa forma, garantimos
a producdo sucessiva de novos primos da forma de-
sejada.

Uma maneira natural de construir tal sequéncia
é por meio de uma recorréncia adequada do tipo
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an+1 = f(ay). Por exemplo, na demonstragdo do caso
4k + 1, pode-se considerar a recorréncia

2
apy1=(ay---ap)” +1.

Por indugéo, nota-se facilmente que a,+1 = a>—a+1,
com a; =5. Dessa forma, terfamos f(x) = B-x2+1.

Diversas questdes podem ser formuladas a res-
peito dos fatores primos de sequéncias de inteiros.
Em muitos casos, € possivel caracteriza-los, especial-
mente para sequéncias definidas por recorréncias do
tipo an+1 = f(ay), em que f é um polindmio bem
compreendido.

Outra questdo natural consiste em determinar se o
conjunto dos divisores primos dos termos da sequén-
cia é infinito. Um resultado classico relacionado a
esse problema é o teorema de Schur.

Teorema 5. (Schur) Seja P(x) € Z[x] um polinémio
ndo constante. Entdo o conjunto dos fatores primos da
sequéncia (ay), definida por a, = P(n) é infinito.

Prova. Suponha que exista apenas um ntmero finito
de primos que dividem algum termo da sequéncia
e sejam pi,p2,..., Pk tais primos. Se P(0) = 0, en-
tdo n | P(n) e o resultado é trivial. Suponha en-
tdio P(0) = m # 0 e defina ny = (p1p2...pr)’, com
¢ > max{vy,, (m),...,vp, (m)}. Observe que v, (a,,) =
vp,(m), o que implica que |ay, | < m, ja que os fatores
primos de a,, pertencem ao conjunto {pi, p2,..., Pi}.
Mas tomando ¢ arbitrariamente grande, como P é
ndo constante, |P(n,)| = |ay,,| fica eventualmente
maior que m, um absurdo. O

Outro resultado relacionado é o teorema de Ko-
bayashi.

Teorema 6. (Kobayashi) Seja (x,) uma sequéncia de
inteiros positivos ilimitada cujo conjunto dos diviso-
res primos é finito. Entdo, para todo inteiro y # 0, o
conjunto dos fatores primos da sequéncia (x,+y) é in-
finito.

Sua demonstracdo original recorre a ferramentas
de geometria algébrica. Entretanto, existe uma abor-
dagem alternativa baseada no teorema de Thue.

Teorema 7. (Thue) Sejad =3 eke Z. Se f é um
polinomio homogéneo irredutivel de grau d, entdo
existe uma quantidade finita de solugoes inteiras para
a equacgdo f(x,y) =k.

Embora o teorema de Thue ainda ndo seja elemen-
tar por utilizar teoria de aproximacodes diofantinas,
ele permite uma prova relativamente simples do te-
orema de Kobayashi. Finalizamos a se¢do apresen-
tando tal demonstragio.
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Prova do teorema de Kobayashi. Escreva a, = ax® e

a, +t = by3, com a,b livre de cubos. Se (a;) e
(an + t) possuem uma quantidade finita de divisores
primos, entdo ha uma quantidade finita de possibili-
dades para a e b, de modo que ha uma quantidade
finita de equagoes da forma by® — ax® = t. Mas en-
tao, pelo teorema de Thue, temos uma quantidade fi-
nita de solucdes para essas equacdes e, em particular,
uma quantidade finita de possibilidades para x, o que
contradiz o fato de (a;) ser ilimitada. O

Exercicios

Problema 1. (OBM 2016 - N2) Seja ag = a > 1 um inteiro e, para
n =0, defina a,4+1 = 2% —1. Mostre que o conjunto dos divisores
primos dos termos da sequéncia ay € infinito.

Problema 2. (IMO SL 2009) Seja f uma funcéo nao-constante dos
inteiros positivos nos inteiros positivos tal que a— b divide f(a) —
f(b) para quaisquer inteiros positivos a, b distintos. Prove que
existem infinitos nliimeros primos p tais que p divide f(c) para
algum inteiro positivo c.

Problema 3. (OIMU 2003) Prove que se P(x) é um polindmio ndo
constante com coeficientes inteiros, entdo existe n inteiro tal que
P(n) tem mais de 2003 fatores primos distintos.

Problema 4. (Ibero 2019) Sejam ay, ay, ..., azo19 inteiros positivos
e P um polinémio com coeficientes inteiros tal que, para todo o
inteiro positivo n, P(n) divide a’ + ay +---+ aj,, 4. Prove que P é
um polindémio constante.

Problema 5. (Ird 2011) Seja P(x) um polindmio nao nulo com co-
eficientes inteiros. Prove que existem infinitos primos g tais que
q divide 2" + P(n) para algum n natural.

Problema 6. (TST Ira 2024) Seja {a;} uma sequéncia de nliimeros
naturais tal que todo niimero primo maior que 1402 divide algum
termo da sequéncia. Prove que o conjunto dos divisores primos
dos termos da sequéncia {by}, definida por b, =ajaz---an—1, é
infinito.

Problema 7. (OBMU 2017) Fixados os inteiros positivos a e b,
mostre que o conjunto dos divisores primos dos termos da se-

quéncia a, = a-2017" + b-2016" ¢ infinito.

Sobre a Distribuicao dos Primos

Nesta secdo vamos apresentar demonstragdes para
o postulado de Bertrand e para provar o teorema de
Chebyshev. A prova do postulado de Bertrand apre-
sentada é devida a Erdés e os dois lemas utilizados
também servem para provar o teorema de Chebyshewv.

No que segue, todos os logaritmos sdo na base na-
tural. Sabendo da existéncia de infinitos niimeros pri-
mos, torna-se natural procurar entender a respeito da
distribuicdo dos primos nos inteiros positivos. Mais
precisamente, dado um inteiro positivo n, definindo
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m(n) como a quantidade de niimeros primos no con-
junto [n] ={1,2,3,...,n}, seria interessante entender o
comportamento assintético desta funcdo. O teorema
de Chebyshev responde essa pergunta, provando que
n(n) =02

logn’*

Teorema 8. (Chebyshev) Existem constantes positivas
¢ < C tais que para todo x = 2 vale

<nlx)<C

Clogx logx’

Outra pergunta bastante natural é a respeito do
comportamento da quantidade de nimeros primos
em um certo intervalo [f(n),g(n)]. Por exemplo,
como consequéncia do teorema de Chebyshev, pode-
mos facilmente concluir que a quantidade de primos
no intervalo [n, an], com a > 1 é pelo menos

=(ca-C+o(1))

n(an)—n(n) = c1

-C .
oglan) logn logn

Logo, quando a > C/c, conseguimos muitos primos
em intervalos da forma [n,an] para n suficiente-
mente grande. Na demonstracdo apresentada, tere-
mos C =5log2 e c = lo g2’ 0 que implica a > 10. Mas
para valores menores de a, em principio sequer sabe-
mos se podemos garantir a existéncia um primo no
intervalo para n grande. O postulado de Bertrand res-
ponde essa pergunta quando a = 2.

Teorema 9. (Postulado de Bertrand) Seja n um inteiro
positivo. Existe um primo p € [n,2n].

Antes de provar os Teoremas 8 e 9, vamos enunciar
dois lemas necessarios para prova-los.

Lema 1. Sejam n € Z-y e p um numero primo. Seja
0, o inteiro tal que p% <2n < p%+L. Entao

o)

Em particular, se p > v/2n, entdo o expoente de p em
(*") é1, e se & < p < n, entdo p nao divide (°!").

Prova. Observe que

2
vy (( :)) = v, (@n)Y) = 2v,(n)

2
> (5] [ <or
i\Lp! p!
pois cada parcela é sempre 0 ou 1. Se p > v2n, temos
que 0, =1 e o resultado segue. Além disso, se 3 <

p < n, é facil ver que todas as parcelas sdo 0 e entdo p
ndo divide (*7). O

M

1

lvp(n) é o maior niumero m tal que p™ divide n. (N. do E.)
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Lema 2. Para todo inteiro positivo n, temos

[T p=s4™
p<n
p primo
Prova. A prova segue por indu¢do em n. Para n pe-
queno o resultado é claro. Suponha valido para todo

k < n. Se n é par, temos que

[T r= J] ps4"'t<4”
p=n p=n-1
p primo p primo
Suponha entdo n impar e seja n = 2m + 1. Observe
que

[1p=1I1p I »

p=n ps=m+1 m+2<p<2m+1
p primo p primo p primo
<4m+1 2m+1 <4m+122m — 4"
B m+1]"

A primeira desigualdade segue da hipétese de indu-
¢do e do fato de todos os primos p entre m+2 e

2m +1 dividirem (*”**!). A cota no binomial segue de
22m+1 (2m+1) 22m+1 o de (annfll) — (an1n+1). 0

Com esses dois resultados em maos, podemos pro-
var os Teoremas 8 e 9. Ressaltamos que a prova do te-
orema de Bertrand apresentada é devida a Paul Erdés.

Prova do Teorema 9. Suponha que exista n =2 para o
qual ndo ha primos no intervalo [n,2n]. Pelas Afirma-
coes 1 e 2, junto com o fato de que até v/2n temos no
méximo v/2n/2—1 primos e que pep <2n, temos que

(2:)5 [T s I1 »

p=v2n \/2n<p5%"
p primo p primo
l_[ pep 1_[ p < (zn)\/Zn/Z—l ‘42}1/3.
p=v2n ps%”
p primo p primo

Por outro lado, pela relacdo de Stifel, temos que

(Zn) (Zn—l) (Zn—l)

n =n +n

n n n-—1
> 1+ 12"

2n-1 , -
ZT. Concluimos entdo que

o que implica (*”) >

22}’1—1

<(2n)¢27/2—1,42n/3 — 22n/3<(2mm.

Tomando logaritmo na base 2, ficamos com a desi-
gualdade 2V2n < 3log,(n) + 3, que ¢ falsa para todo
n = 50. Portanto, para finalizar, basta verificar até
2-50 = 100 e ndo é dificil observar que os primos
2,5,11,23,47,79,101 cobrem todos os intervalos da
forma [n,2n] com 1 < n <50. O
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Agora vejamos a demonstracdo do teorema de
Chebyshev.

Prova do Teorema 8. Basta mostrar uma cota inferior
do tipo

n(x)=c

logx

para x = 2n, pois 1(2n—1) = n(2n) e @ é crescente
para x = 3. Vamos cotar a quantidade de nimeros pri-
mos menores ou iguais a 2n pelos primos que divi-
dem (*"). Pela Afirmagdo 1, temos que

2
( I’l)S 1—[ pG”S(ZH)n(Zm
n p=<2n
p primo
log () _
log(2n) ~ log(2n)’

nlog2

=>n2n) =

em que a Ultima desigualdade segue de
2 2
2n n n
= +...+

Portanto, concluimos que

nlog2 log2 x
n(2n)= ———=>na(x .
log(2n) 2 logx

Resta provarmos a cota superior. Veja que também
temos

T o e

Portanto, em particular, o produto dos primos entre n
e 2n é menor que 22" e entdo

nn(Zn)—n(n)< H p<22n

n<ps<2n
p primo

2nlog2

—ni2n)—n(n) <
logn

)

o que implica, por indugdo, que

5.2k

2k+1 il
) k

7( <

Finalmente, se 2¥ < x < 2k*1, temos que

5.2k
k

n(x) < <
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Para concluir esta se¢do, apresentamos o celebrado
teorema dos nimeros primos, provado independen-
temente por Jacques Hadamard e Charles Jean de la
Vallée Poussin, em 1896. Sua demonstragdo usual
também utiliza varidveis complexas e nao serd apre-
sentada aqui.

Teorema 10. (Teorema dos Niimeros Primos) Tem-se

que
7(x)

im =
x—oo x/logx

Em outras palavras, para todo € > 0, existe ng > 0
tal que se n = ngy, entdo

n

(1-¢) <n(n)<(1+£)ln .

logn ogn
Em particular, para todo n = ny, temos @)(@) pri-
mos no intervalo [n, (1 +6)n], com § > 0 fixado.

A Soma dos Inversos dos Primos

Nesta secdo apresentaremos uma demonstragao so-
bre o fato bastante ttil de que a série da soma dos
inversos dos primos

1 1 1
—+-+—+...

é divergente.

Antes de apresentarmos o argumento, serd util dis-
cutir a demonstracdo de Erdds para a infinitude dos
nameros primos. Essa prova baseia-se, essencial-
mente, na nocdo de densidade nos inteiros positivos,
cuja ideia pode ser descrita da seguinte forma: dado
um inteiro positivo M, estimamos, em funcdo de M,
quantos nameros no intervalo [1, M] satisfazem de-
terminada propriedade. Ao fazer M — oo, buscamos
compreender se hé infinitos inteiros que a satisfazem
(ou, alternativamente, que ndo a satisfazem).

Segunda prova do Teorema 1. Suponha que a quanti-
dade de primos seja finita e sejam py, po,..., pr. Fi-
xado um inteiro M, escreva cada inteiro m € [1, M]
na forma m = ax?, com a livre de quadrados. Ob-
serve que para a temos 2¥ possibilidades, pois cada
p; pode aparecer ou nao na fatoracdo dele. Por ou-
tro lado, para x temos no maximo v'M possibilidades.
Dessa forma, concluimos que 2v/M = M, o que equi-
vale a 2% > M. Mas como M é qualquer, tomando
M > 22k temos um absurdo. O

Com a ideia da prova anterior em mente, podemos
agora apresentar a demonstracdo de Paul Erdés de
que a soma dos inversos dos primos diverge.
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Teorema 11. A série

p primo
diverge.

Prova. Suponha que a série converge. Entdo existe
N >0 tal que

1 1

Y —<-.

p=N p 2
p primo

Considere a particdo dos naturais N= AU B, em que
B=N\Ae

A={neN:p|n, pprimo= p< N}.

Sendo M € N e n < M, note que o expoente de um
. ~ 2 £ log M
fator primo na fatoragdo de n é no maximo Tog? - Por-

tanto, a quantidade de inteiros positivos que utilizam
apenas fatores menores que N é

logM)n(N)'

|Am[1,n]|s(1+ og?

Por outro lado, todo elemento de B possui um fator
primo maior ou igual a N e entdo

1 M
IBNLMl<s ) =M ) —<—.
p=N p=N 2
p primo p primo
Dessa forma, temos que
M=|An[l,M]|+[BN[1, M]|
logM\=(N) M
< (1 + ) +—,
log2 2
e entao
M log M\n(V)
— < (1 + )
2 log2
que é claramente absurdo para M suficientemente
grande. O
Exercicios

Problema 8. (IMC 2012) O conjunto dos inteiros positivos 7 tais
que n!+ 1 divide (2012n)! é finito ou infinito?

Problema 9. (IMO SL 2007) Encontre todas as funcdes sobreje-
tivas f : N — N tais que, para quaisquer m,n € N e para todo
primo p, o numero f(m+ n) é divisivel por p se, e somente se,
f(m) + f(n) é divisivel por p.

Problema 10. Sejam k e n inteiros positivos com n > 2% Prove
que os k primeiros nimeros que sdo maiores do que 7 e primos
relativos com n! sd@o primos.

Problema 11. (Sylvester-Schur) Sejam n,k € Z-o, n = 2k. Entdo
(%) tem um fator primo p > k.
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Problema 12. (Erdés-Palify) Sejam a e b inteiros positivos tais
que quando os dividimos por qualquer primo p, o resto de a é
sempre menor ou igual ao resto de b. Prove que a = b.

Problema 13. Sejam (p;;) a sequéncia dos primos. Prove que

Problema 14. Seja A > 1 um numero real. Denote por p, o n-
ésimo nimero primo em ordem crescente. Prove que a sequéncia
(IApn)) possui infinitos divisores primos.

Problema 15. (Rioplatense 1999) Sejam pj, p2,..., px k nimeros
primos distintos. Consideramos todos os inteiros positivos que
utilizam apenas esses primos (ndo necessariamente todos) em
sua fatoracdo em primos e organizamos esses niimeros em or-
dem crescente, formando uma sequéncia infinita a; < ap <+ <
ap < ---. Prove que, para todo niimero c, existe um n tal que
ap+1— an > C.

Problema 16. (CIIM 2024) Dado um inteiro positivo n, seja ¢(n)
o nimero de inteiros positivos menores ou iguais a n que sao re-
lativamente primos com n. Determine todos os inteiros positivos
k para os quais existem inteiros positivos 1 < a) < ap <--- < ag
tais que

{w(m) Lo L elap)

J =2024.
al an aj
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Por Yure Carneiro e Samuel Feitosa

Solucoes da Edicao Anterior

Problemas Universitarios

Problema 1. Mostre que para qualquer primo p > 17,

0 nuimero
32 _q

é divisivel por 16320.

Solucdo (Solucao de Vinicius Leite).
12 Método: Pequeno Teorema de Fermat e Fatora-
cao

A fatoracdo em primos de 16320 é 26-3-5-17. Como
os fatores sdo poténcias de primos distintos, eles sdo
coprimos entre si. Logo, basta demonstrar que p32 -1
é divisivel por cada um deles individualmente.

Divisibilidade por 3,5 e 17:

Pelo Pequeno Teorema de Fermat, se g é um nu-
mero primo e mdc(a, q) = 1, entdo a9 =1 (mod q).
Como p > 17 é primo, ele é coprimo com 3, 5 e 17.

Aplicando o teorema:

eParag=3 p’=1(mod3) = (p?)!6 =116

(mod 3) = p*?=1 (mod 3).
ePara g =5 p*=1(@mod5 = (pHhH? =18
(mod 5) = p*? =1 (mod 5).

16)2

e Para g =17: p®*=1 (mod 17) = (p 12

(mod 17) = p3* =1 (mod 17).

Isso garante que 3, 5 e 17 dividem p32 —1.
Divisibilidade por 25:
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Fatorando a expressdo recursivamente por dife-
renca de quadrados, obtemos

p-1=p-Dp+DEP*+DEt+DEE+ (P +1).

Como p é um primo maior que 17, p é impar. Os
termos (p—1) e (p+1) sdo inteiros pares consecutivos.
Um deles é necessariamente multiplo de 2 e o outro
é multiplo de 4. O produto (p —1)(p + 1), portanto, é
multiplo de 8 (ou seja, divisivel por 23).

Os quatro termos restantes da forma (p* +1) repre-
sentam a soma de uma poténcia de base impar com
1, resultando sempre em ntmeros pares. Cada um
desses quatro parénteses contribui com, pelo menos,
um fator 2, totalizando um fator de 2*.

Multiplicando todas as contribuicdes, garantimos
que p32 -1 é multiplo de 23-2* =27, Sendo divisivel
por 27, é trivialmente divisivel por 2°.

Conclui-se que 16320 | (p%? - 1).

2% Método: Funcdo de Carmichael

O problema equivale a provar a congruéncia p3? =
1 (mod 16320). Para isso, utilizaremos a Func¢do de
Carmichael, denotada por A(n), que estabelece o me-
nor expoente estritamente positivo tal que a'™ =1
(mod n) para todo a coprimo com n. Sabendo que
16320 = 26.3.5-17, o valor de A(16320) é dado pelo
minimo multiplo comum das funcdes de seus fatores
primos:

A(16320) = mmc(A(2%), 1(3), A(5), A(17)).

Pelas propriedades da funcao:

e Para poténcias de base 2 com expoente k = 3:
A(@2F) =2%2 Logo, A(25%) =2* =16.
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 Para primos impares g: A(q) = g—1. Logo, A(3) =
2, A(5) =4 e A(17) =16.

Substituindo esses valores, encontramos 0 expo-
ente universal do grupo multiplicativo:

A(16320) = mmc(16,2,4,16) = 16.

Isto significa que, para todo inteiro coprimo com
16320, a elevacdo a 16® poténcia resulta em con-
gruéncia a 1. Como p > 17 é primo, temos que
mdc(p,16320) = 1. Portanto:

p®=1 (mod 16320).

Elevando ambos os membros da congruéncia ao
quadrado, obtemos diretamente o resultado exigido
pela questao:

(p'®?=1%? (mod 16320) = p*?=1 (mod 16320).

Problema 2. Sejam c e xy niimeros reais positivos fi-
xados. Defina a sequéncia

1

), paran=1.

Xn-1
Prove que a sequéncia converge e que o limite é \/c.

Solucdo (Solugdo de Yan Lima Machado). A principio,
pela desigualdade das médias, tem-se que:

+ c
Xn-1
Xn-1 c
_— = Xn-1- .
2 Xn-1

< x, =4/

Portanto, tem-se que a sequéncia é limitada inferi-
ormente por y/c.

Desenvolvendo a expressdo dada pelo enunciado,
tem-se que:

2
X1 +cC

Xn =
2Xp-1

Fazendo x; — x,,-1:

2 2
Xp1tC 2x5_4

Xn—Xp-1=

2Xp-1 2Xp_1

(Xn-1+v€)(xXp-1 — <)

2Xp-1

Xn—Xp-1=—
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Como x;_1>0, x,_1++c>0.

Ademais, como visto no inicio da solucdo, x,-; =

V¢, dai x,_1 —v/c=0.
Logo, x, —x;p-1 <0= x, < xp—1.

Como a sequéncia € limitada inferiormente por /c
e decrescente a partir do primeiro termo n = 1, ela
converge.

Como ela converge, limy_.coX; = limy_coXp—1 =
L>0.

Dai, tem-se que
1 c
L=—(L+-)
2 L
c
©2L=L+—
L

o2l2=1%+c

sl?=c

o L=,/c.

Portanto, estd mostrado que o limite da sequéncia

é+/c.

Curiosidade: A questdo apresenta o método de
Herao, também conhecido como método babilénico,
um algoritmo utilizado para calcular aproximacoes
de raizes quadradas. Ele homenageia o matematico
grego Herdo de Alexandria, que descreveu o procedi-
mento em seus escritos. O método comec¢a com uma
estimativa inicial para a raiz desejada e, em seguida,
utiliza uma férmula iterativa para obter aproximacoes
cada vez melhores. Por essa razao, ele é considerado
um dos métodos numéricos mais antigos e importan-
tes da histéria da matematica.

Problema 3. Calcule o determinante da matriz qua-
drada de ordem n, A= (a;j);;, definida por

(DI, sei#j
a;i =
& 2, sei=j

Solucao (Solucdo de Victor Leite).

Anélise dos Casos Iniciais e Formulacao da Hip6-
tese

Para comecar, testaremos os casos para n=1,2,3 a
fim de identificar um padrao titil para ser explorado.
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Paran=1:

A} =[2] = det(4;) =2

Para n=2:
2 -1
e 2] = det(42) = Q@) - (-1(-1D =3
Para n=3:
2 -1 1
Az=1-1 2 -1
1 -1 2

Calculando o determinante pela Regra de Sarrus:

det(A43) = [2)(2)2) + (=D (=DM + (M (-1 (=1)]
-(M@M+DEDE)+ @) (=D (=1)]
=[8+1+1]-[24+2+2]
=10-6=4

A sequéncia de determinantes (2, 3,4) para matrizes
de ordem (1,2,3) sugere uma progressdo aritmética.
Formulamos a seguinte hipdtese para o caso geral de
ordem n:

det(A,) =n+1

Demonstracao via Teorema de Jacobi

Para provar que det(A,) = n+1 para qualquer n =1,
aplicaremos o Teorema de Jacobi:

Seja A uma matriz quadrada de ordem n (n =2). Se
a uma fila (linha ou coluna) de A for adicionado um
miiltiplo escalar de outra fila paralela a ela, obtemos
uma matriz B tal que

det(A) = det(B).

Em outras palavras: somar a uma linha (ou coluna)
qualquer multiplo de outra linha (ou coluna) nao al-
tera o valor do determinante. Isso nos ajudara a sim-
plificar o célculo do determinante da matriz genérica
Ap.

A representacdo expandida da matriz original A, é

2 -1 1 -1 (-pn1
-1 2 -1 1 (-1)n—2
1 -1 2 -1 (-1)n-3
An=| -1 1 -1 2 (—1"4] .
(_l)n—l (_1)71—2 (_1)1’1-3 (_1)”-4 2

1. Operacoes nas Linhas:

Note que a presenca de varios termos 1 e -1 alter-
nados nos permite zerar grande parte da matriz sim-
plesmente somando ou subtraindo as linhas entre si,
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logo, para toda linha L exceto a primeira, aplicare-
mos a transformacdo Ly «— Ly + (-1*L;. Note que
(-=1)* nos permite alternar entre soma e subtracdo
com base na paridade da linha, resolvendo a alter-
nancia entre 1 e -1 e transformando a maior parte em
0, de brinde transformando (quase) todos os elemen-
tos da diagonal principal em 1.
Para o elemento da diagonal (j = k):

A =2+ DFEnFl=2— (1% =2-1=1.
Para a primeira coluna (j =1):
djy = (CDF T+ (-DF@) = —(-DF+2(-1F = (-DE,

ApOs essas operagdes, a matriz assume a forma A’

-1 1 -1 - (="}
1 1 0 0 - 0
/ -1 0 1 0 - 0
A=l1 0 0o 1 - 0
[-D" 0 0 0 - 1

2. Operacdes nas Colunas:

Seria muito agradével zerar todos os elementos da
coluna 1 (exceto o primeiro), pois isso tornaria a ma-
triz triangular superior. Note que, novamente, rea-
lizando somas e subtracdes entre a primeira coluna
e as demais colunas, podemos usar os elementos 1
da diagonal principal para zerar os elementos da pri-
meira coluna. Para isso, aplicamos a transformacao
C) < Cl—Z,’;zz(—l)ka. Note que, novamente, o (—l)k
permite que alternemos entre soma e subtracao, re-
solvendo a alternéancia entre 1 e -1 e zerando todos
os elementos da primeira coluna, exceto o primeiro.
Como as colunas Cy (k = 2) possuem apenas o ele-
mento 1 na linha k e 0 nas demais posicoes abaixo da
primeira linha, essa operacdo zera completamente to-
dos os a}d para k = 2. O elemento a;; sofre a seguinte
alteracdo:

n
dly=2-Y (-Dkay

k=2

=2-Y (-DFpF!
k=2

=2- ) (-p* L
k=2

Como 2k —1 é sempre um numero impar,
(-1%-1=-1. Logo

n n
aly=2-) (-)=2+) 1=2+(n-1)=n+1.
k=2 k=2
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A matriz final A, torna-se estritamente triangular
superior:

n+1 -1 1 -1 --- (=1)" 1]
0 1 0 0 - 0
. 0 0 1 0 - 0
A=l o 0 0 1 - 0
0 0 0 0 - 1

Como o determinante de uma matriz triangular é
dado pelo produto dos elementos de sua diagonal
principal,

n
det(A)=(n+1)-[[1=n+1.
k=2

Isso conclui a demonstracdo formal da hip6tese.

Solucao (Solucao de Vinicius Mello).
A matriz A é uma matriz pode ser escrita como

A=T+uyul,

onde I é a matriz identidade de ordem n e
ul =11 -1 1 —1...(-1)"!], ou seja, u, é uma ma-
triz coluna cujas entradas alternam entre 1 e —1. Por
exemplo, para n =4 temos

2 -1 1 -1
-1 2 -1 1
A‘1—12—1
-1 1 -1 2
1 000 1
0100 -1
_0010+1(1—11—1)
0 00 1] \-1

Portanto, pela conhecida identidade
det(I + uvT) =1+ UTu,
aplicando-a com u = u, e v = u,, temos
det(A) =det(I + upul) =1+ ulu, =1+n.

Se a identidade det(I + uv”’) =1+ v’ u ndo for to co-
nhecida assim, podemos demonstrd-la rapidamente
com a seguinte ideia: se u =0, ndo ha nada a demos-
trar. Caso contrério, é facil ver que u é um autovetor
de I+ uv”™ com autovalor 1+ v7u, pois

I+ uvT)u =u+ u(vTu) =1+ vTu)u.

Além disso, se x é um vetor tal que v’ x = 0, entdo
(I+uvh)x = x, ou seja, x é um autovetor de I+ uv’
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com autovalor 1. Como o espaco vetorial R” tem
dimensao n, podemos escolher n —1 vetores linear-
mente independentes xi,...,x,—1 tais que vix; =0
para todo i. Assim, os autovalores de I+ uv! sao
1+vTuel (com multiplicidade n—1). Portanto, como
o determinante de uma matriz é o produto de seus

autovalores, temos
detd+uvDH=0+vTw-1"'=1+v"w

Problema 4. Considere uma esfera de raio unitdrio
centrada na origem de um sistema de coordenadas
xyz. Seja C um pentdgono regular inscrito na esfera
e contido no plano xy. Determine a drea da regido
contida na esfera cuja projegcdo com respeito d terceira
coordenada coincide com a regido delimitada por C.

Solucao: Considere a projecdo no plano xy dada pela

regido poligonal limitada pelo pentdgono na figura
abaixo.

S

/'

Figura 1: Projecdo no plano xy.

Os pontos da esfera que sdo projetados nessa re-
gido (aqui contando as partes superior e inferior da
esfera que se projetam na regido poligonal) formam
uma regido cuja drea pode ser calculada através de

A=4m =5 Areyolucio

onde: 4m é a drea da superficie esférica de raio 1
(47R?), e Arevolu(;éio é a drea da superficie de revo-
lucdo obtida pela rotacao da curva que pode ser pa-
rametrizada por

o
IN
~
IN
ol

x(t) = cos(t),
y(1) = sin(f)

(cujo trago é o arco em destaque na figura), em torno
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do eixo x. Temos que

Arevolucdo :anog y(l)\/[x’(t)]2 +[y'(D)? dt

/4

:Zyrfg sin(8)V/[-sin(0)]2 + [cos(1)]2 dt
0

/4

:angsin(t) dt
0

=2n

/5
—cos(t)| ]

0

=2n(1 —cos(w/5)) = @

[O fato de que cos(n/5) = #g pode ser obtido

usando relacdes trigonométricas em um tridngulo
isésceles de angulos 36°,72°,72° e base 1]. Portanto,

_81-5B-VBhr _ (5vV5-7)n
- 2 2

A

Problema 5. Seja f diferencidvel em x = a com f(a) #
0. Calcule:

n

fla+1/n)

lim @

n—oo

Soluciao: Basta calcular

1/x

fla+x)
fla@)

Como f é continua, para x suficientemente pequeno,

fla+x) e f(a) ttm o mesmo sinal, e dai segue que

x—0

_(fla+x0\M* (If(a+x)l)”x
log }SL%( 7@ =30 08 )
:hmloglf(a+x)l—loglf(a)|.
x—0 X

A ultima expressao a direita é a definicdo da deri-
vada de log|f(x)| em x = a, que sabemos ser igual a
f'(a@)! f(a). Assim,

1/x

fla+x) = f'@/fla)

fla)

Problema 6. Sejam A,B e M(n,C) e P € C[X] um po-
linomio ndo constante tal que P(0) # 0 e AB = P(A).
Prove que a matriz A é invertivel e que as matrizes A e
B comutam (isto é, que AB = BA).

x—0

Solucdo: Podemos escrever P(X) da seguinte forma:
P(X) =P(0) + XQ(X),
onde Q € C[X]. Assim segue que

P(A)=P(0)- I+ AQ(A).
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Agora, como
P(A) = AB,

temos que
AB=P(0)-I,+ AQ(A)

e dai A[B—Q(A)] =P(0)I,. Mas,
PO)#0

implica que

1

1
[— — = -1_ R
A PO) [B-QA)I=I, = A

=50 [B—Q(A)].

Logo A é invertivel e a expressdo acima é a inversa de
A. Por outro lado,

AB=P(A) < B=A"'P(A).
Entdo temos que
BA=A"'P(A)A= A"'AP(A) = I,,P(A) = P(A) = AB.

Portanto as matrizes A e B comutam.

Problemas de Matematica Elementar

Problema 7. O produto dos niimeros reais positivos
a, a,...,a, éigual a 1. Prove, sem ser por indugdo,
que

Q+a) - A+ay)---1+a,) =2"

Solucao (Solucdo de Vinicius Leite).

Desigualdade das Médias (MA-MG)

A demonstracdo utiliza a Desigualdade das Médias
Aritmética e Geométrica (MA-MG). Para quaisquer
numeros reais positivos x e y, temos que

xX+y
2

= /Xy = x+y=2y/xy.

Aplicando essa desigualdade individualmente para
cada par formado por 1 e a; (sabendo que a; > 0),
construimos o seguinte sistema de desigualdades:

l+a;1 =22V
l+a,=2/ay

1+a,=2ay.

Como todos os termos em ambos os lados das desi-
gualdades sdo estritamente positivos, podemos mul-
tiplicar as n desigualdades membro a membro sem
alterar o sentido da relacao:

(I+aN(+az) - A+ap) = 2Va)2yaz) - (2vay).
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Agrupando os n fatores 2 e unificando as raizes no
lado direito, obtemos

Q+a)Q+a)---A+ay) =2"Va,-az - ay,.

Por hipoétese, o produto de todos os termos a; é
exatamente 1 (a;-ay---a, = 1). Substituindo esse va-
lor, a expressao sob a raiz resulta em 1 (elemento neu-
tro da multiplicacdo):

I+a)(+a) - (1+a,) =2"V1.
O que demonstra diretamente a tese:
Q+a)d+ay)---1Q+a, =2"

Problema 8. Seja A um subconjunto dos niimeros na-
turais tal que, entre 100 niimeros naturais consecuti-
vos, existe um elemento de A. Prove que podemos en-
contrar quatro ntimeros diferentes a,b,c e d em A tais
quea+b=c+d.

Solucao (Solugdo de Victor Leite).

12 Passo: A infinitude do conjunto A

Dado que entre 100 naturais consecutivos existe, ao
menos, um elemento de A, podemos concluir que o
ntmero de elementos de A equivale, no minimo, a
quantidade de particoes de 100 elementos do con-
junto dos naturais, que por sua vez € infinito. Logo,
podemos afirmar que o conjunto A possui infinitos
termos, e podemos escrever A = {ay, ap, as,...}, com
a; < ajsq.

2° Passo: O Principio da Casa dos Pombos

Provar que 3 a,b,c,d € A|a+ b = c+d equivale a
provar que para a,b,c,d € A, a— c=d - b, o que, por
sua vez, equivale a provar que a distancia entre a e ¢
equivale a distancia entre d e b.

Sabendo que a cada 100 naturais consecutivos
existe sempre a0 menos um elemento de A, podemos
afirmar que em qualquer intervalo fechado do tipo
la,, a, + 100] existirdo ao menos 2 elementos de A.
Logo, a distancia méxima possivel entre dois elemen-
tos consecutivos a, e a,4+1 pertencentes ao conjunto
A é rigorosamente 100.

Como as distancias entre elementos consecutivos
resultam em numeros inteiros, todas as distincias
possiveis pertencem ao intervalo [1,100]. Portanto, o
numero méaximo de distancias distintas entre elemen-
tos consecutivos de A é 100.

Para aplicar o Principio da Casa dos Pombos, ana-
lisamos os 202 primeiros elementos de A. Com eles,
podemos formar exatamente 101 pares disjuntos de
elementos consecutivos:

(a1, az),(as, as), ..., (Az01, A202).
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Temos 101 pares gerando 101 medidas de distancia.
Como existem no maximo 100 valores distintos pos-
siveis para essas distancias, o Principio da Casa dos
Pombos (Teorema de Dirichlet) garante que, inevita-
velmente, ao menos 2 pares disjuntos possuirdo exa-
tamente a mesma distancia.

Sejam esses pares disjuntos (c,a) e (b,d), ambos
pertencentes a A, tais que a distancia do primeiro par
seja igual a distancia do segundo par:

a-c=d-Db.

Manipulando algebricamente a igualdade, obte-
mos diretamente:

at+b=c+d.

Como os dois pares analisados sdo disjuntos e os
elementos de A podem ser dispostos em uma se-
quéncia estritamente crescente de naturais, os quatro
numeros a, b, c e d sdo obrigatoriamente distintos, o
que conclui a prova.

Problema 9. Uma pilha tem 40 pedras. A pilha é divi-
dida em duas partes, depois uma das partes é dividida
em duas novamente, etc., até termos 40 pedras sepa-
radas (40 pilhas formadas com uma pedra cada). De-
pois de cada divisdo de uma das pilhas em duas meno-
res, escrevemos o produto dos niimeros de pedras nes-
tas duas pilhas em um quadro. Mostre que, no final, a
soma de todos os niimeros no quadro serd igual a 780.

Solucao: Para mostrar o resultado desejado, vamos
analisar o problema de um ponto de vista mais geral,
para tentar achar algum padrao que possa ser genera-
lizado e entdo resolver o caso particular de 40 pedras.
Seja n o nimero de pedras no inicio da divisdo e cha-
memos de S, a soma final obtida ao final do processo.

e Para n =2: a Unica opcao de divisao é 2 =1+1,
cujo produto € S, = 1;

e Para n = 3: por simetria, podemos considerar a
divisdo inicial 3 =2+1, anotando no quadro o va-
lor 2. Ap6s isso, veja que os proximos nimeros a
serem anotados no quadro sdo os que podem ser
gerados comecando com 2 pedras. Nesse caso, ja
sabemos 0 que ocorre. Assim, ao final teremos a
soma S3=2+1=3;

e Para n = 4: podemos comecar com duas possi-
veis divisoes iniciais 4 =2+2 ou 4 =3+ 1, ano-
tando no quadro o valor 4 ou 3, respectivamente.
ApGs isso, veja que 0s proximos niimeros a serem
anotados no quadro sdo os que podem ser gera-
dos comecando com 2 pedras ou 3 pedras. Nesse
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caso, ja sabemos o que ocorre. Assim, ao final te-
remos a soma Sy =4+1+1 =6 (no primeiro caso)
e S4 =3+ 3 =6 (no segundo caso). Podemos ver
que, de fato, a soma final S, parece ndo depen-
der das escolhas de divisoes feitas;

e Suponha que esse padrdao de independéncia das
escolhas de divisdes ndo afete a soma final. Ao
comecar com n pedras, facamos a divisdo n =
(n—1)+1, anotando o produto 7 — 1. Sucedendo
nesse padrao de divisdo, sempre separando ape-
nas 1 pedra em cada etapa, teremos anotado os

produtos n—1, n—-2,...,2 e 1, cuja soma é S, =
n(n-1)
=5

Pronto, agora vamos provar em definitivo que, de
fato, isso independe das escolhas de divisdes iniciais
e intermedidrias. Provaremos, por inducao, que S, =
w independe das escolhas de divisdes.

Para n = 2, ja temos o desejado. Agora, suponha-
mos que isso vale para todo k natural entre 2 e n—1,
isto é, que Sy = k(kz_l) independe das escolhas de di-
visoes, k=2,...,n—1.

Agora, partindo de n pedras, podemos fazer a divi-
sdo inicial n=k+ (n—k) com k,n—k < n—-1. Temos
que o produto inicial anotado no quadro é k(n — k).
Mas, por hipétese de indugdo, vale que Sy = @ e
Sn-k = (”_k)(zﬂ (aqui supondo que S; =0). Assim,
a soma dos produtos anotados no quadro é

k4 KE=D (=R —k-1)

2
_2k(n-k)+k*+(n-k*—k-(n—k)
B 2

_(k+(n-k)¥-n_n*-n_nn-1)
- 2 22

Portanto, S,, =
2 (n =1 se incluirmos S; = 0). Com isso, Sy =
780, como queriamos demonstrar.

—”("2‘1), e o resultado vale para todo n =

40-39 _
- =

Problema 10. A sequéncia de niimeros inteiros x, é
definida por x, =4, x, =6 e, para n = 3, x,, é o0 menor
niimero composto maior que 2x,_1 — X,—2. Encontre o
valor de x226.

Solucao:
Vamos calcular os primeiros termos da sequéncia:
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2X2—x1=8

2x3 —Xp=12

LUl
g
I
=

Z.X4—X3=19 JC5=20
2X5 — X4 =26 X = 27.
Note que
X4 —X3 =
X5 — X4 =
X6 —X5 =

Isso nos permite conjecturar que

Xp—Xp—1=n+1.

Realizando a soma telescopica da identidade anterior
para n€ {4,5,..., k}, obtemos

X; = X3+5+6+...+(i+1)

9+[1+243+4+---+i+(+1D]-1+2+3+4)
(i+1)(i+2)_1
2
i*+3i i(i+3)
2 2

Provemos a afirmacdo anterior por indugdo. Supo-
nha que ela vale para todos os inteiros i € {3,4,..., k}.
Para provar que também vale para k + 1, note que

k(k+3) (k=D(k+2) _ (k+ 1)(k+4)_1
2 2 B 2 ‘

2xk—xk_1 =2

Se k = 3, a depender da paridade de k, podemos es-
(k+D(k+4) k+1 k+4
= (k+4) OUT'(]C‘Fl),

2 2
garantindo assim que

crever

(k+D(k+4)

Xk+1 = )

2026-2029

Portanto, xpg2¢ = 2

Problema 11. Em uma festa, existem 25 membros que
satisfazem a seguinte condicdo: quando dois deles ndo
se conhecem, entdo eles possuem algum amigo em co-
mum. Sabemos que ninguém conhece todos na festa.
Prove que a soma dos niimeros de amigos de cada pes-
soa na festa é pelo menos 72.
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Solucao:

Primeiramente observe que se uma pessoa da festa
conhecer apenas uma outra, entdo essa ultima serd
obrigada a conhecer todos os demais da festa. Por-
tanto, todos na festa conhecem pelo menos duas pes-
soas. Suponha, por absurdo, que a soma dos nime-
ros de amigos de cada um é menor que 72. Como ela
deve ser um ntmero par, ela é no maximo 70. Dado
que 70/3 < 25, pelo Principio da Casa dos Pombos,
ha uma pessoa, digamos A, que conhece exatamente
duas outras pessoas, digamos B e C. As outras 22 pes-
soas que nio conhecem A obrigatoriamente devem
conhecer B ou C. Assim, a soma dos ntimeros de ami-
gos de A, B e C é pelo menos 2+1+1+22=26. Cada
uma das outras 22 pessoas conhece pelo menos duas
outras, e assim a soma dos ntimeros de amigos de to-
dos é pelo menos 22-2+26 = 70. Para que ocorra essa
igualdade, B e C ndo devem se conhecer, e cada um
dos demais membros deve conhecer exatamente um
dos dois. Isso nos permite classificar os 22 membros
que ndo estdo em {A, B,C} em dois grupos: o grupo
Gp (dos que conhecem B) e o grupo G¢ (dos que
conhecem C). Pelo Principio da Casa dos Pombos,
pelo menos um desses grupos, digamos Gg, possui 11
membros. Se C conhecer qualquer um deles, a soma
anterior ird ultrapassar 70. Para que isso ndo ocorra,
C deve possuir um amigo em comum com cada um
dos membros de G, que necessariamente devem ser
distintos, porque cada um deles conhece apenas 2
pessoas. Consequentemente, G¢ possui pelo menos
11 membros. Isso é um absurdo, porque uma pessoa
de Gp que ndo conheca uma de G¢ ndo poderd ter
um amigo em comum com ela.

Problema 12. Seja ABCD um quadrildtero inscritivel
e P=BDn AC. Os pés das perpendiculares de P aos
lados AB e CD sdo X eY. Se M e N sdo os pontos
médios dos lados BC e AD, prove que MN 1 XY.

Solucdo (Solucdo de Roberto Sant’anna e Yan Lima
Machado)
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Pelo enunciado, tem-se o seguinte esboco:

-
A X B

Como ABCD ¢ inscritivel, tem-se que Z/BDC =
/CAB=a, LZDBA=/DCA=8, ZADB=/ZACB =y
e ZDAC = ZDBC = A. Ademais, tem-se que PX e
PY sdo alturas dos tridngulos ABP e CDP, respecti-
vamente.

Portanto, tem-se que os tridngulos CDP e ABP sdo
semelhantes e, dai, tem-se que:

AB _XP
CD YP’

Seja E o ponto médio de AC (esboco abaixo).
Como M e N sao pontos médios de AD e BC respec-
tivamente, temos que EM e EN sdo bases médias de
ABC e CDA, respectivamente, e, portanto

AB _EM XP W
CD EN YP

Ademais, EM | ABe EN | CD.

Pela conclusdo anterior, sem perda de generali-
dade, pode-se inferir que PX é perpendicular a reta
suporte de EM, chamemo-la de r. Analogamente, PY
é perpendicular a reta suporte de EN, chamemo-la de
s.

Analisando os angulos /NEM e ZYPX, tem-se
que ambos sdo congruentes.
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Prova: Como EM || AB e EN | CD, ao prolongar os
lados AB e CD, eles se encontram num ponto E o an-
gulo obtuso formado entre os prolongamentos é con-
gruente ao angulo /NEM.

Analisando o quadrilatero FY PX formado, tem-se,
na soma dos angulos internos, que:

ZXFY +90°+90° + LY PX =360°

< /YPX=180°-/XFY

< /YPX=/NEM (2)

Logo, pelas equacdes (1) e (2), tem-se que NEM e
XY P sdo triangulos semelhantes devido ao caso LAL
de semelhanca.

Como visto anteriormente, PX 1L r o EM e PY L
s o EN; entdo, obrigatoriamente, MN L XY. Isso
é comprovado pelo fato de que a relacdo de seme-
lhanca consiste em realizar, no maximo, rotacoes e
translagées. Assim, ao realizar algum desses movi-
mentos de tal forma que dois pares de lados homé-
logos sejam perpendiculares entre si, entdo o terceiro
par também serd perpendicular.

Segunda solucao:

Sejam R e S os pontos médios de BP e CP, respec-
tivamente. Os tridngulos XRN e NSY sdo congruen-
tes pelo caso LAL. Dai XN = NY. De forma anéloga,
MX = MY. Portanto, MN é a mediatriz de XY
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Problema 13. Uma mdquina tem dois botoes: um de-
les dobra um niimero inteiro e o outro o aumenta em 1
unidade. Por exemplo, apertando os botoes dessa md-
quina é possivel realizar as seguintes operagoes:

1—-412—%x24—415.

Se no inicio vocé comega com o niimero 0, qual é o niui-
mero minimo de vezes que vocé precisa apertar botoes
dessa mdquina para obter:

a) 100?
b) 20242

Solucao:

Podemos considerar o problema reverso de transfor-
mar o nimero inteiro n em 0 por meio de duas ope-
racées: dividir por 2 ou subtrair 1. Seja r(n) o nu-
mero minimo de movimentos para transformar n em
0 com essas duas operacdes. Claramente, r(2n+1) =
r(2n)+1, pois ndo podemos dividir por 2. Vamos pro-
var por inducdo que r(2k) = 1+r(k). Para k=1 é ime-
diato. Suponha que ja provamos para todos os nu-
meros pares menores que 2k. Se aplicarmos a opera-
¢do de subtrair 1 de 2k, o nimero minimo de opera-
¢Oes para obter 0 ndo serd menor que 1+r2k—1) =
2+r(2k-2)=3+r(k-1). Por outro lado, se aplicar-
mos a opera¢do de dividir por 2 primeiro, o nlimero
de operacoes serd 1+ r(k) <2+ r(k—1). Ou seja, co-
mecar dividindo por 2 é mais vantajoso. Em geral, se
n=2kyokitke oy okitket.tkn segue que

r(n) = k+ r(n/2k1)

(k1+k2+...+km)+m.

a) Como 100 = 26+25+22, segue que r(100) =6+3 =9.

b) Como 2024 = 2'0+29 +28 427 4+ 26 4+ 251 23 segue
que r(2024) =17.

Novos Problemas

Problemas Universitarios

Problema 14. Considere a matriz

3 -4 0
A=|1 -1 0].
0 0 1

Determine a soma dos elementos da matriz A20%6
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Problema 15. Calcule

fl X+1+V1+x2 4
X

12(1+x2)(1+m)

Problema 16. Seja p um primoe0O<k<p—-1 um
inteiro. Mostre que

p-1
k

Problema 17. Seja A€ M, (R) tal que det A= —1. Mos-

tre que det(A%+ 1) = 4. Quando a igualdade é vdlida
2

= (-1D* (mod p)

Problema 18. Para cada fungdo continua f :10,1] —
R, seja I(f) = fy X*f(x) dx e J(f) = fy xf?(x) dx. En-
contre o valor mdximo de I(f) — J(f) sobre todas essas
fungaes.

Problemas de Matematica Elementar

Problema 19. Qual é o primeiro algarismo apds a vir-
gula da representagdo decimal de v9-100% +4-100?

Problema 20. A funcdo f:N — R satisfaz f(1) = 2027
e, paran>1,

FO+f@) +...+ f(m)=n* f(n).
Qual é o valor de f(2027)?

Problema 21. Elais observa “palavras” compostas por
n caracteres, cada um igual a ‘E’ ou ‘L. Em cada jo-
gada, Elais pode substituir ‘EL’ em qualquer lugar da
palavra por ‘LE. Por exemplo, em duas jogadas, ela
transforma a palavra ‘LEELEELLE’ na palavra ‘LEE-
LELLEE.

LEELEELLE — LEELELELE — LEELELLEE

Se ndo houver ‘L imediatamente a direita de um ‘E,
Elais néo pode fazer uma jogada.

a) Qual é o niimero mdximo de jogadas que Elais
pode fazer na palavra LEELEELLE?

b) Dentre todas as palavras de 20 letras, qual é o va-
lor mdximo possivel de jogadas que ela pode fa-
zer?

Problema 22. Estdo escritas no quadro n unidades
consecutivas. Entre algumas delas, colocam-se sinais
“_o»

+” e calcula-se a soma obtida. Por exemplo, se estive-
rem escritas 10 unidades, pode-se obter a soma 136:

1+1+111+11+11+1=136.
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a) Se n =53, é possivel obter a soma 116?
b) Se n =53, é possivel obter a soma 117?

¢) Qual é a maior soma de quatro algarismos que se
pode obter se n =53¢

Problema 23. Prove que
1 1 1 1 1
-
4 9 16 n?)" 2
para todo n = 2.

Problema 24. Suponha que x e y sdo maiores que 0.
Vamos denotar o minimo de x,% ey+ % por S, isto é,

S = min{x, %, v+ %}. Qual é o valor mdximo possivel
para S?
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