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TECNICA
Um Passeio com Primos e

Outros Caras Bacanas
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Introducao

A infinitude dos nimeros primos é um fato conhe-
cido desde a Antiguidade, cuja demonstracdo mais
célebre remonta ao argumento clédssico de Euclides.

Teorema 1. [Euclides] Existem infinitos primos.

Prova. Suponha por absurdo que haja um ntimero
finito de primos e sejam py, p2,..., pr todos os pri-
mos. Considere o niimero N = p1p2...px +1 e ob-
serve que, pelo teorema fundamental da aritmética,
N possui algum fator primo p;. Mas entdo p; divide
N—-pi1:-pz...px =1, um absurdo. O

E se quisermos provar que existem infinitos primos
em uma certa progressdo aritmética? Por exemplo,
serd que existem infinitos primos da forma 4k +1? A
resposta é afirmativa e é possivel adaptar a ideia de
Euclides!

Teorema 2. Existem infinitos nuimeros primos da
formadk+1, comkeZ.

Prova. Suponha por absurdo que haja um ntimero fi-
nito de primos e sejam py, p2,..., px todos os primos
congruentes a 1 médulo 4. Considere o niimero

N = (plpz...pk)2+1.

Sabemos que todo nimero da forma x?+1 com x >
1 possui um fator primo congruente a 1 médulo 4.
Logo, N deve possuir algum fator primo p;. Mas en-
tao p; divide N — (p1p2...pr)? =1, um absurdo. O

2

Um questionamento interessante é se é possivel
generalizar as ideias das solu¢des acima para mostrar
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que existem infinitos primos em uma progressao arit-
mética mais geral, da forma ak+ b com a e b intei-
ros fixados tais que mdc(a, b) = 1? Note que a condi-
¢do de a e b serem primos entre si é necessaria, pois
do contrario qualquer fator comum de a e b dividiria
ak+b.

A resposta para essa pergunta é afirmativa e € o fa-
moso teorema de Dirichlet, provado em 1837.

Teorema 3 (Dirichlet, 1837). Sejam a e b inteiros po-
sitivos com mdc(a, b) = 1. Existem infinitos niimeros
primos da forma ak+ b, com ke Z.

As principais demonstragdes desse teorema utili-
zam varidveis complexas e ndo vao na linha dos ar-
gumentos apresentados acima.

O objetivo deste material é, inicialmente, apresen-
tar alguns contextos em que os argumentos utilizados
nas demonstracdes dos Teoremas (1| e [2| se mostram
particularmente interessantes. Em seguida, muda-
mos ligeiramente o foco para discutir resultados so-
bre os fatores primos de sequéncias mais gerais de in-
teiros. Por fim, comentamos alguns aspectos relevan-
tes relacionados a distribui¢cdo dos niimeros primos.

Primos em Uma Progressao Aritmética

Nesta secao discutiremos de modo mais aprofundado
alguns pontos por trds das demonstracdes de Eucli-
des e do caso 4k + 1 apresentadas acima.

Para adaptar as ideias para o caso ak + b, pode-
mos procurar um polindmio f(x) € Z[x] para o qual
f(m) possua algum fator da forma ak + b para todo
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m suficientemente grande. No caso da prova de Eu-
clides, como ndo temos restricdes para o primo, usa-
mos simplesmente f(x) = x+ 1. J4 no segundo caso,
foi fundamental escolher f(x) = x2+1.

Se existisse um numero finito de primos da forma
ak+ b, digamos p1, pa, ..., p; € se existisse tal f com a
propriedade de que, para m suficientemente grande,
f(m) sempre possui algum fator da forma ak + b, po-
deriamos tomar

N=f((p1pz...p05,

com ¢ suficientemente grande de modo que N > 1.
Pela propriedade de f, concluiriamos que N deve
possuir algum fator primo p;. Dessa forma, lem-
brando que x-y| f(x)-f(y), concluimos que p; tam-
bém divide f((p1p2...p)Y) — f(0) = N — £(0) e, por-
tanto, p; divide f(0). Isso em principio ndo necessa-
riamente produz um absurdo, mas se encontrarmos
f tal que f(0) =1, resolvemos nosso problema che-
gando a uma contradig3o.

Uma outra opgao seria encontrar f tal que, para
m suficientemente grande, todos os fatores primos de
f(m) sejam congruentes a b médulo a, a excecao,
possivelmente, de uma quantidade finita de primos,
como ocorre em f(x) = x*>+ 1, para o caso 4k + 1. De
fato, tomando my = (Pp1pz...p:)¢, em que P é o pro-
duto dos primos que sdo possiveis excecdes, observe
que, para ¢ suficientemente grande, os expoentes da
fatoracdo em primos de f(m,) estdo limitados pelo
expoente do termo independente f(0) (podemos su-
por f(0) #0, tomando f irredutivel em Z[x]). Isso sig-
nifica que a sequéncia (a,) definida por a, = |f(my)|
é limitada. Porém, para f ndo constante e ¢ arbitrari-
amente grande, ela deveria “explodir”.

A principal dificuldade dessas abordagens reside,
em geral, na constru¢do de polindbmios com as pro-
priedades desejadas. Ainda assim, essa ideia pode ser
explorada em outros contextos. Encerramos a dis-
cussao apresentando um caso particularmente inte-
ressante em que tal abordagem é possivel, a saber, a
existéncia de infinitos primos da forma nk + 1, para
um inteiro positivo fixo n. A demonstracao utiliza a
nocao de polinoémios ciclotomicos. Para saber mais a
respeito, veja [4].

Teorema 4. Seja n um inteiro positivo. Existem infini-
tos numeros primos da forma nk+1, com ke Z.

Prova. Suponha que haja um ndmero finito de pri-
mos congruentes a 1 mdédulo n e sejam py, po,..., Pk
estes primos. Defina a = (np1po...pi)’. Para defi-
nir o polinémio f, precisaremos recorrer aos polin6-
mios ciclotomicos. Seja ¢,(x) o n-ésimo polinémio
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ciclotbmico. Vamos mostrar que ¢, (a) possui um fa-
tor primo congruente a 1 médulo n. Isso produz a
contradicdo desejada, pois argumentando como an-
teriormente, se g é um fator de ¢,(a) congruente a
1 moédulo n, teremos que g | a e, como a = a—-0 |
¢n(a)—¢p(0), concluimos que ¢q | ¢, (0), porém sabe-
mos que |¢,(0)| =1.

Na verdade, vamos mostrar algo mais forte: todo
fator primo de ¢, (a) é congruente a 1 médulo n. Ob-
serve primeiramente que podemos tomar ¢ suficien-
temente grande de modo que |¢,(a)| > 1, para garan-
tir que ¢, (a) tem pelo menos um fator primo. Seja
entdo g um fator primo de ¢,(a). Sabemos das pro-
priedades de polinémios ciclotémicos que

[1¢ax) =x"-1.

dln

Em particular, para x = a, temos que ¢ | a-1 e entao,
para mostrar que g é congruente a 1 médulo n, é su-
ficiente verificar que ord,(a) = n, pois, como pelo te-
orema de Fermat temos a9~! =1 (mod q), segue que
g=1 (mod n).

Suponha que ordg(a) = h # n. Como q | a" -1,
temos que h | n. Logo, a equagdo anterior implica
que x" -1 = (x" - 1, (x)p(x) para algum polind-
mio p(x). Analisando médulo g, podemos escrever
x"—a"=(x"- ah)(/)n(x)p(x) (mod q). Pela fatoracao
unica em Z4, podemos cancelar um fator (x — a) em
ambos os lados, obtendo

Ty x"2a+ . +xa" P+ a" !

h

= ex _2a+...+xah_2+ah_1)¢7n(x)p(x) (mod q).

Fazendo x = a e lembrando que q | ¢,,(a), concluimos
que na" ' =0 (mod g), um absurdo, pois g|a” -1 e
n| a, de modo que mdc(na"1,q) = 1. Isso conclui a
demonstracgio. O

Fatores Primos de uma Sequéncia

Uma forma alternativa e bastante util de interpre-
tar as ideias anteriores consiste em evitar o argu-
mento por contradicdo, isto é, em vez de supor que
ha apenas um nimero finito de primos de uma dada
forma, buscamos construir explicitamente uma se-
quéncia (a,) com a seguinte propriedade: para cada
termo a,, existe um primo p, = b (mod a) tal que
Pnlane pnéipl,...,pn-1}. Dessa forma, garantimos
a producdo sucessiva de novos primos da forma de-
sejada.

Uma maneira natural de construir tal sequéncia
é por meio de uma recorréncia adequada do tipo
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an+1 = f(ay). Por exemplo, na demonstragdo do caso
4k + 1, pode-se considerar a recorréncia

2
apy1=(ay---ap)” +1.

Por indugéo, nota-se facilmente que a1 = a>—a%+1,
com a; =5. Dessa forma, terfamos f(x) = B-x2+1.

Diversas questdes podem ser formuladas a res-
peito dos fatores primos de sequéncias de inteiros.
Em muitos casos, é possivel caracteriza-los, especial-
mente para sequéncias definidas por recorréncias do
tipo an+1 = f(ay), em que f é um polindmio bem
compreendido.

Outra questdo natural consiste em determinar se o
conjunto dos divisores primos dos termos da sequén-
cia é infinito. Um resultado cldssico relacionado a
esse problema é o teorema de Schur.

Teorema 5. (Schur) Seja P(x) € Z[x] um polinémio
ndo constante. Entdo o conjunto dos fatores primos da
sequéncia (ay), definida por a,, = P(n) é infinito.

Prova. Suponha que exista apenas um numero finito
de primos que dividem algum termo da sequéncia
e sejam pi,p2,..., Pk tais primos. Se P(0) = 0, en-
tdo n | P(n) e o resultado é trivial. Suponha en-
tdo P(0) = m # 0 e defina ny, = (plpg...pk)[, com
¢ > max{vy, (m),...,vp (m)}. Observe que v, (a,,) =
vp,(m), o que implica que |a,,| < m, jd que os fatores
primos de a,, pertencem ao conjunto {p1, p2,..., pi}.
Mas tomando ¢ arbitrariamente grande, como P é
ndo constante, |P(n,)| = |ay,,| fica eventualmente
maior que m, um absurdo. O

2

Outro resultado relacionado é o teorema de Ko-
bayashi.

Teorema 6. (Kobayashi) Seja (x,) uma sequéncia de
inteiros positivos ilimitada cujo conjunto dos diviso-
res primos é finito. Entdo, para todo inteiro y # 0, o
conjunto dos fatores primos da sequéncia (x,+y) é in-
finito.

Sua demonstracdo original recorre a ferramentas
de geometria algébrica. Entretanto, existe uma abor-
dagem alternativa baseada no teorema de Thue.

Teorema 7. (Thue) Sejad =3 eke Z. Se f é um
polinomio homogéneo irredutivel de grau d, entdo
existe uma quantidade finita de solugdes inteiras para
a equagdo f(x,y) =k.

Embora o teorema de Thue ainda néo seja elemen-
tar por utilizar teoria de aproximacdes diofantinas,
ele permite uma prova relativamente simples do te-
orema de Kobayashi. Finalizamos a se¢do apresen-
tando tal demonstracg3o.
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Prova do teorema de Kobayashi. Escreva a, = ax® e

a, +t = by3, com a,b livre de cubos. Se (a;) e
(an + t) possuem uma quantidade finita de divisores
primos, entdo ha uma quantidade finita de possibili-
dades para a e b, de modo que ha uma quantidade
finita de equagdes da forma by® — ax® = r. Mas en-
tao, pelo teorema de Thue, temos uma quantidade fi-
nita de solucdes para essas equacdes e, em particular,
uma quantidade finita de possibilidades para x, o que
contradiz o fato de (a;) ser ilimitada. O

Exercicios

Problema 1. (OBM 2016 - N2) Seja ag = a > 1 um inteiro e, para
n =0, defina a,4+1 =2% — 1. Mostre que o conjunto dos divisores
primos dos termos da sequéncia ay, € infinito.

Problema 2. (IMO SL 2009) Seja f uma funcéo nao-constante dos
inteiros positivos nos inteiros positivos tal que a— b divide f(a) -
f(b) para quaisquer inteiros positivos a, b distintos. Prove que
existem infinitos nliimeros primos p tais que p divide f(c) para
algum inteiro positivo c.

Problema 3. (OIMU 2003) Prove que se P(x) é um polindmio ndo
constante com coeficientes inteiros, entdo existe n inteiro tal que
P(n) tem mais de 2003 fatores primos distintos.

Problema 4. (Ibero 2019) Sejam ay, ay, ..., azo19 inteiros positivos
e P um polinémio com coeficientes inteiros tal que, para todo o
inteiro positivo n, P(n) divide a’ + ay +---+ aj,, . Prove que P é
um polinémio constante.

Problema 5. (Ira 2011) Seja P(x) um polinémio nao nulo com co-
eficientes inteiros. Prove que existem infinitos primos g tais que
q divide 2" + P(n) para algum n natural.

Problema 6. (TST Ira 2024) Seja {a;} uma sequéncia de nlimeros
naturais tal que todo ntimero primo maior que 1402 divide algum
termo da sequéncia. Prove que o conjunto dos divisores primos
dos termos da sequéncia {by}, definida por b, =ajaz---an—1, é
infinito.

Problema 7. (OBMU 2017) Fixados os inteiros positivos a e b,
mostre que o conjunto dos divisores primos dos termos da se-

quéncia a, = a-2017" + b-2016" ¢ infinito.

Sobre a Distribuicao dos Primos

Nesta secdo vamos apresentar demonstragdes para
o postulado de Bertrand e para provar o teorema de
Chebyshev. A prova do postulado de Bertrand apre-
sentada é devida a Erdés e os dois lemas utilizados
também servem para provar o teorema de Chebyshev.

No que segue, todos os logaritmos sdo na base na-
tural. Sabendo da existéncia de infinitos nimeros pri-
mos, torna-se natural procurar entender a respeito da
distribuicdo dos primos nos inteiros positivos. Mais
precisamente, dado um inteiro positivo n, definindo
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n(n) como a quantidade de niimeros primos no con-
junto [n] ={1,2,3,...,n}, seria interessante entender o
comportamento assintético desta funcdo. O teorema
de Chebyshev responde essa pergunta, provando que
n(n) =0(—=).

logn

Teorema 8. (Chebyshev) Existem constantes positivas
¢ < C tais que para todo x = 2 vale

<nx)<C .
log x logx

Cc

Outra pergunta bastante natural é a respeito do
comportamento da quantidade de nimeros primos
em um certo intervalo [f(n),g(n)]. Por exemplo,
como consequéncia do teorema de Chebyshev, pode-
mos facilmente concluir que a quantidade de primos
no intervalo [n, an], com a > 1 é pelo menos

n(an)-n(n) =c = (ca-C+o(1))

n
-C .
log(an) logn logn

Logo, quando a > C/c, conseguimos muitos primos
em intervalos da forma [n,an] para n suficiente-
mente grande. Na demonstracdo apresentada, tere-
mos C =5log2 e c = ngz, 0 que implica a > 10. Mas
para valores menores de a, em principio sequer sabe-
mos se podemos garantir a existéncia um primo no
intervalo para n grande. O postulado de Bertrand res-

ponde essa pergunta quando a = 2.

Teorema 9. (Postulado de Bertrand) Seja n um inteiro
positivo. Existe um primo p € [n,2n].

Antes de provar os Teoremas 8| e[9} vamos enunciar
dois lemas necessarios para prova-los.

Lema 1. Sejam n € Z-y e p um numero primo. Seja
0, o inteiro tal que p% <2n < pr+L. Em‘a~

o) =

Em particular, se p > v2n, entdo o expoente de p em
(*") é1, e se 2 < p < n, entdo p nao divide (°]").

Prova. Observe que

2
v (( :)) = v, (@m)Y = 2v,(n)

£ (2]-2)

pois cada parcela é sempre 0 ou 1. Se p > v2n, temos

que 6, =1 e o resultado segue. Além disso, se %” <

p < n, é facil ver que todas as parcelas sdo 0 e entdo p
ndo divide (*7). O

1vp(n) ¢é o maior nimero m tal que p™ divide n. (N. do E.)
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Lema 2. Para todo inteiro positivo n, temos

[T p=4"
p<n
p primo
Prova. A prova segue por inducdo em n. Para n pe-
queno o resultado é claro. Suponha vélido para todo
k < n. Se n é par, temos que
[T p= J] ps4a™'t<4am

p=n p=n-1
p primo p primo

Suponha entdo n impar e seja n = 2m+ 1. Observe
que

[T r=101p I »

p=n ps=m+1 m+2<p<2m+1
p primo p primo p primo
<4m+1 2m+1 < 4m+122m = 4"
B m+1 |~

A primeira desigualdade segue da hipétese de indu-
¢do e do fato de todos os primos p entre m+2 e

2m+1 dividirem (*”"). A cota no binomial segue de
2m+1 (2m+1\ _ 52m+1 2m+1y _ (2m+1
o () =2 e de (30) = (750): =

Com esses dois resultados em maos, podemos pro-
var os Teoremas 8 e[9] Ressaltamos que a prova do te-
orema de Bertrand apresentada é devida a Paul Erdés.

Prova do Teoremald Suponha que exista n > 2 para o
qual ndo h4 primos no intervalo [n,2n]. Pelas Afirma-
(;()es e junto com o fato de que até v/2n temos no
méximo v/2n/2—1 primos e que pep < 2n, temos que

(2:)5 [T I »

p=v2n \/2n<ps%"
p primo p primo
p=v2n ps%”

p primo p primo

Por outro lado, pela relacdo de Stifel, temos que
(Zn) (Zn—l) (Zn—l)
n =n +n
n n n-1
> (1+ 1)1

22n—1
n

o que implica (2:) > . Concluimos entdo que

2271—1

< (2n)\/ﬂ/2—1_42n/3 s 2213 < (21)V/2,

Tomando logaritmo na base 2, ficamos com a desi-
gualdade 2v/2n < 3log,(n) +3, que é falsa para todo
n = 50. Portanto, para finalizar, basta verificar até
2-50 = 100 e ndo é dificil observar que os primos
2,5,11,23,47,79,101 cobrem todos os intervalos da
forma [n,2n] com 1 < n <50. O
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Agora vejamos a demonstracdo do teorema de
Chebyshev.

Prova do Teoremal8 Basta mostrar uma cota inferior
do tipo

n(x)=c

logx

para x =2n, pois 1(2n—1) = 7(2n) e @ é crescente
para x = 3. Vamos cotar a quantidade de niimeros pri-
mos menores ou iguais a 2n pelos primos que divi-
dem (*”). Pela Afirmagao 1, temos que

2
( I’l)S 1—[ peps(zmn(zn)
n p=2n
p primo
log(’;) _ nlog2
log(2n) ~ log(2n)’

=>n2n) =

em que a ultima desigualdade segue de
2 2
2n n n
= oot

Portanto, concluimos que

nlog2 log2 x
ni2n)= ——=>na(x .
log(2n) 2 logx

Resta provarmos a cota superior. Veja que também
temos

T o e

Portanto, em particular, o produto dos primos entre n
e 2n é menor que 22" e entdo

nn(Zn)—n(n)< H p<22n

n<p=2n
p primo

2nlog2

—n2n)—-n(n) < )
logn

o que implica, por indugdo, que

5.2k
aFhy <= =,
( ) k

Finalmente, se 2k« x< 2k+1, temos que

k

5-2
n(x) <meMh < S 510g2i

logx’
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Para concluir esta se¢do, apresentamos o celebrado
teorema dos nimeros primos, provado independen-
temente por Jacques Hadamard e Charles Jean de la
Vallée Poussin, em 1896. Sua demonstra¢do usual
também utiliza varidveis complexas e nao sera apre-
sentada aqui.

Teorema 10. (Teorema dos Niimeros Primos) Tem-se

que
7(x)

im =
x—o0 x/logx

Em outras palavras, para todo € > 0, existe ng > 0
tal que se n = ng, entao

n

(1-¢) <n(n)<(1+g)1” .

logn ogn
Em particular, para todo n = ng, temos @(@) pri-
mos no intervalo [n, (1 +6)n], com é > 0 fixado.

A Soma dos Inversos dos Primos

Nesta secdo apresentaremos uma demonstracdo so-
bre o fato bastante ttil de que a série da soma dos
inversos dos primos

1 1 1
—+-+—+...

é divergente.

Antes de apresentarmos o argumento, serd util dis-
cutir a demonstracdo de Erdds para a infinitude dos
nameros primos. Essa prova baseia-se, essencial-
mente, na nocdo de densidade nos inteiros positivos,
cuja ideia pode ser descrita da seguinte forma: dado
um inteiro positivo M, estimamos, em func¢do de M,
quantos numeros no intervalo [1, M] satisfazem de-
terminada propriedade. Ao fazer M — oo, buscamos
compreender se hd infinitos inteiros que a satisfazem
(ou, alternativamente, que ndo a satisfazem).

Segunda prova do Teoremal(l] Suponha que a quanti-
dade de primos seja finita e sejam py, po,..., px. Fi-
xado um inteiro M, escreva cada inteiro m € [1, M]
na forma m = ax?, com a livre de quadrados. Ob-
serve que para a temos 2* possibilidades, pois cada
p; pode aparecer ou nao na fatoracdo dele. Por ou-
tro lado, para x temos no maximo v'M possibilidades.
Dessa forma, concluimos que 2¥v/M = M, o que equi-
vale a 2 > M. Mas como M é qualquer, tomando
M > 22k temos um absurdo. O

Com a ideia da prova anterior em mente, podemos
agora apresentar a demonstracdo de Paul Erdds de
que a soma dos inversos dos primos diverge.
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Teorema 11. A série

>

1
p primo p

+-+

Q1| =

1
3

DN =

diverge.

Prova. Suponha que a série converge. Entdo existe
N >0 tal que

1 1

Y —<-.

p=N p 2
p primo

Considere a particdo dos naturais N= AU B, em que
B=N\Ae

A={neN:p|n, pprimo= p< N}.

Sendo M € N e n < M, note que o expoente de um
. ~ . £ log M
fator primo na fatoragdo de n é no maximo Tog? - Por-

tanto, a quantidade de inteiros positivos que utilizam
apenas fatores menores que N é

logM)n(N)'

|Am[1,n]|s(1+ log?

Por outro lado, todo elemento de B possui um fator
primo maior ou igual a N e entdo

1 M
IBNILMlls ) =M ) —<—.
p=N p=N 2
p primo p primo
Dessa forma, temos que
M=|An[1,M]|+[BN[1, M]|
logMy\r() M
< (1 + ) +—,
log2 2
e entao
M log M\n(V)
— < (1 + )
2 log2
que é claramente absurdo para M suficientemente
grande. O
Exercicios

Problema 8. (IMC 2012) O conjunto dos inteiros positivos 7 tais
que n!+ 1 divide (2012n)! é finito ou infinito?

Problema 9. (IMO SL 2007) Encontre todas as funcdes sobreje-
tivas f : N — N tais que, para quaisquer m,n € N e para todo
primo p, o nimero f(m+ n) é divisivel por p se, e somente se,
f(m) + f(n) é divisivel por p.

Problema 10. Sejam k e n inteiros positivos com n > 2k Prove
que os k primeiros niimeros que sao maiores do que 7 e primos
relativos com n! sdo primos.

Problema 11. (Sylvester-Schur) Sejam n, k € Zg, n = 2k. Entdo
(%) tem um fator primo p > k.
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Problema 12. (Erdés-Pdlify) Sejam a e b inteiros positivos tais
que quando os dividimos por qualquer primo p, o resto de a é
sempre menor ou igual ao resto de b. Prove que a = b.

Problema 13. Sejam (p;;) a sequéncia dos primos. Prove que

Problema 14. Seja A > 1 um numero real. Denote por p; o n-
ésimo nimero primo em ordem crescente. Prove que a sequéncia
(IApn)) possui infinitos divisores primos.

Problema 15. (Rioplatense 1999) Sejam pj, p2,..., px k nimeros
primos distintos. Consideramos todos os inteiros positivos que
utilizam apenas esses primos (ndo necessariamente todos) em
sua fatoracdo em primos e organizamos esses nimeros em or-
dem crescente, formando uma sequéncia infinita @) < ap <+ <
ap < ---. Prove que, para todo nimero ¢, existe um n tal que
ap+1—an > C.

Problema 16. (CIIM 2024) Dado um inteiro positivo n, seja ¢(n)
o nimero de inteiros positivos menores ou iguais a 7 que sdo re-
lativamente primos com n. Determine todos os inteiros positivos
k para os quais existem inteiros positivos 1 < a) < ap <--- < ag
tais que

{tp(m) . p(ay) - p(ag)

J =2024.
al an aj
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