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Um dos exemplos clássicos em sistemas dinâmi-
cos é o de bilhares, que foram introduzidos há mais
de um século como simplificações do modelo de
Boltzmann na Mecânica Estatística. Os bilhares po-
dem exibir diferentes comportamentos dinâmicos,
dos mais simples (totalmente integráveis) aos mais
complexos (caóticos). Neste PANORAMA, discutiremos
as diferentes classes de bilhares dinâmicos, com foco
nos bilhares dispersivos, que possuem diversas pro-
priedades caóticas.

Introdução

Um bilhar dinâmico é um tipo de sistema que mo-
dela o movimento de partículas em um espaço. Este
modelo matemático, surgido no início do Século XX,
é extensivamente estudado e utilizado para compre-
ender fenômenos complexos e comportamentos caó-
ticos.

A ideia básica do bilhar dinâmico é estudar o com-
portamento do movimento de partículas após múlti-
plas colisões que sofrem entre si e com a borda da
região em que se encontram. Dependendo do for-
mato da borda, a trajetória das partículas pode ser
bem simples ou, contrariamente, extremamente ca-
ótica. Desta forma, bilhares dinâmicos são um tó-
pico de pesquisa muito interessante em sistemas di-
nâmicos, e as ferramentas desenvolvidas em seu es-
tudo fornecem métodos potentes que são aplicados
em outros contextos da Matemática.

A maioria dos leitores deve conhecer o jogo de bi-
lhar. Presente na nossa vida cotidiana, ele consiste
em uma mesa retangular, com seis buracos. Sobre

a mesa, encontram-se bolas esféricas que se movem
por meio de batidas de um taco. Uma vez que sofre

Figura 1: Sinuca, com buracos, bolas e taco.

a ação do taco, uma bola se move em movimento re-
tilíneo, até uma das três situações ocorrer: a bola cai
em um dos buracos; a bola se choca com a borda da
mesa e então a trajetória da bola sofre uma reflexão;
ou a bola se choca com outra bola, e então a bola em
movimento transfere parte de sua energia para a bola
com que se choca. A partir deste momento, duas bo-
las passam a se mover, de acordo com as mesmas re-
gras acima descritas, e assim sucessivamente.

Quando as bolas se chocam com a borda ou en-
tre si, como podemos identificar a trajetória que cada
uma delas passa a ter? Na prática, há dissipação de
energia devido a vários fatores como a fricção, por-
tanto não sabemos. Isso ocorre também quando a
bola se choca com a borda da mesa: se α é o ângulo
que a trajetória faz com a mesa, medido a partir da
direção perpendicular à mesa, então em um contexto
ideal o ângulo de reflexão β deve ser igual a α. Na
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prática, α e β são apenas aproximadamente iguais.
Para melhor entender o efeito da borda da mesa no
movimento das bolas, no que segue, vamos nos ater a
uma situação bem simplificada, assumindo que:

Hipótese 1: A mesa não possui buracos.

Hipótese 2: Temos apenas uma bola na mesa. Ela
será representada por um ponto, que
chamaremos de partícula.

Hipótese 3: Não há dissipação de energia.

Neste caso, α = β. Este contexto caracteriza o que
chamaremos de um bilhar dinâmico: dado um do-
mínio compacto D do plano R2 ou do toro bidimen-
sional T2, que chamaremos de mesa de bilhar, consi-
deramos uma partícula que se move com velocidade
constante sobre a mesa e se choca com a borda da
mesa, tal que o ângulo de incidência é igual ao de re-
flexão em cada colisão. No que segue, discutiremos
diferentes classes de bilhares dinâmicos. O leitor inte-
ressado pode consultar o livro [6] para uma discussão
detalhada do tópico.

Exemplos introdutórios de bilhares di-
nâmicos

2.1 Bilhar no círculo

Começamos considerando o bilhar em um círculo,
que assumimos possuir raio 1. Considere três colisões
sucessivas, denotadas na figura abaixo por A,B ,C . É
fácil notar que os triângulos ABO e BCO são isósce-
les, donde AB = BC . Portanto, todas as cordas de-

Figura 2: Bilhar no círculo.

terminadas por colisões sucessivas em uma trajetó-
ria possuem o mesmo tamanho 2`. Quando 2` co-
incide com o tamanho do lado de um n–ágono regu-
lar, a trajetória da partícula será periódica, igual a um
n–ágono regular. Mas, em geral, 2` difere de todos

os tamanhos de lados e diagonais de polígonos regu-
lares, e daí obtemos uma trajetória aperiódica, em
que a sequência de batidas nunca fecha. Em ambos

Figura 3: Parte de uma trajetória aperiódica; o círculo
vermelho é tangente a todas as cordas da trajetória.

os casos, é fácil notar pelo teorema de Pitágoras que
as cordas determinadas por uma trajetória são tan-
gentes a um mesmo círculo de raio

p
1−`2 e concên-

trico ao original. Este círculo menor é chamado de
cáustica, que em grego significa “queimar”: se ima-
ginarmos que a trajetória da partícula é um raio de
luz, então por tangenciar o círculo menor para sem-
pre, ele se aquece indefinidamente, justificando sua
nomenclatura.

2.2 Bilhar na elipse

Agora consideramos uma mesa de bilhar no formato
de uma elipse. Relembre que, dados F1,F2 dois pon-
tos do plano e 2a > F1F2, a elipse determinada por
F1,F2,2a é o conjunto de pontos do plano

E = {P : PF1 +PF2 = 2a}.

Os pontos F1 e F2 são chamados focos. Ao contrá-
rio do círculo, as retas normais à elipse já não passam
todas por um mesmo ponto. Ainda assim, há, feliz-
mente, diversas analogias das trajetórias dos bilhares
no círculo e na elipse.

Começamos exibindo exemplos de algumas traje-
tórias periódicas. Seja AB o eixo horizontal da elipse.
É possível, por exemplo, inscrever um triângulo ABC
na elipse de modo que os ângulos de incidência e re-
flexão coincidam em cada um dos vértices; isto define
uma trajetória periódica com três batidas. Mais ge-
ralmente, para cada n, é possível inscrever uma traje-
tória periódica de período n (exatamente n batidas).
Novamente, é muito difícil uma trajetória ser perió-
dica, e a maioria delas é aperiódica, nunca passando
por um mesmo ponto de batida. Adicionalmente,
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o bilhar na elipse também possui cáusticas. Porém,
aqui temos dois tipos diferentes delas: se as duas pri-
meiras batidas ocorrem em pontos A e B tais que AB
não intersecte o segmento F1F2, então todas as cor-
das desta trajetória são tangentes a uma elipse menor,
de mesmos focos F1,F2 da original; se AB intersecta
F1F2 em seu interior, então existe uma hipérbole H

com focos F1,F2 tal que todas as cordas determina-
das por batidas sucessivas são tangentes a H .

Figura 4: Cáusticas na elipse.

E se o segmento AB passar por um dos focos, diga-
mos F1? Neste caso, o teorema de Poncelet fornece a
resposta.

Teorema 2.1 (Poncelet). Seja E uma elipse de focos
F1,F2. Dado um ponto A da elipse, seja ` a reta nor-
mal à elipse passando por A. Então os ângulos que
AF1 e AF2 fazem com ` são iguais.

Pelo teorema acima, se AB passa por F1, então to-
das as cordas definidas por batidas sucessivas passam
pelos focos, alternadamente. Neste caso, podemos
considerar os pontos F1 e F2 como cáusticas dessas
trajetórias.

As propriedades do círculo e elipse valem, de fato,
para qualquer mesa de bilhar convexa (e suficiente-
mente regular). Estes são resultados profundos, de-
correntes de argumentos em dinâmica conservativa e
teoria KAM (devida a Kolomogorov, Arnold e Moser).
O leitor interessado pode consultar [5] sobre este tó-
pico.

2.3 Bilhar no retângulo

Agora focamos no bilhar que estamos mais acostu-
mados, cuja mesa tem formato retangular. Considere
uma trajetória como na figura ao lado. Notamos que
se o primeiro ângulo de incidência é α, então todos os
ângulos serão α ou 90◦−α. Mesmo assim, a trajetó-

ria da partícula pode ser extremamente complicada.
Para melhor entender esse comportamento, utiliza-
mos uma ideia advinda da ótica.

Ao invés de refletir a trajetória, refletimos a mesa
de bilhar: podemos considerar a trajetória continu-
ando em linha reta nessa mesa refletida, sem ne-
nhuma mudança de ângulo. Podemos realizar esse
processo em cada batida, indicando como as orienta-
ções dos lados do retângulo mudam. No caso da tra-
jetória da figura acima, que realiza quatro batidas nos
pontos A,B ,C ,D , as reflexões são descritas abaixo.
Portanto, após essas quatro colisões, a mesa volta a
ser a mesma mesa.

Para melhor entender esse processo, vamos
reexplicá-lo de outro modo. Considere a mesa origi-
nal, e três de suas reflexões como na figura abaixo.
Os lados esquerdo e direito coincidem, assim como
os lados superior e inferior. Portanto, quando a
partícula colide no ponto C , podemos representar a
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continuação da trajetória no ponto C ′ abaixo. Assim,

em uma mesa quatro vezes maior, a trajetória da
partícula sempre segue em linha reta, levando-se
em conta de que as bordas esquerda e direita são as
mesmas, assim como as bordas superior e inferior.
Estas identificações definem a mesa maior como
sendo o toro bidimensional T2.

Este método pode ser aplicado a qualquer mesa de
bilhar poligonal em que os ângulos internos são múl-
tiplos racionais de π. Neste caso, o grupo de sime-
tria do polígono é finito, e todas as reflexões possí-
veis definem uma superfície de translação, onde a
trajetória original do bilhar é identificada com uma
trajetória retilínea. O estudo de superfícies de trans-
lação é uma área que relaciona Geometria, Sistemas
Dinâmicos e Topologia, e a partir dela podemos de-
duzir diversas propriedades interessantes de tais me-
sas de bilhar. Notamos, porém, que se algum ângulo
interno for um múltiplo irracional de π, então o pro-
blema ainda não possui compreensão satisfatória. O
livro [1] possui uma excelente introdução ao tópico
de superfícies de translação.

Bilhares dispersivos

O matemático russo-americano Yakov Sinaı̆ iniciou,
no final da década de 1960, um estudo sistemático de
bilhares caóticos. Motivado pela ótica, Sinaı̆ conside-
rou bilhares em que o formato do bordo é côncavo
do ponto de vista da partícula. Veja um exemplo na
figura abaixo.

Sempre que um feixe de trajetórias paralelas se
choca com o bordo, ele se dispersa. Portanto, se

imaginarmos um conjunto de trajetórias inicialmente
bem próximas, após algumas batidas elas ficam pra-
ticamente independentes, espalhando-se por toda a
mesa, indicando uma sensibilidade às condições ini-
ciais.

Estes bilhares (em que o bordo sempre é côncavo
do ponto de vista da partícula), são hoje conhecidos
como bilhares de Sinaı̆ ou bilhares dispersivos. Eles
também podem ser construídos no toro bidimensio-
nal T2: considerando um domínio fundamental igual
a um quadrado de lado 1, considere dois obstácu-
los circulares, um deles localizado no centro do qua-
drado e o outro em um dos vértices do quadrado,
como na figura abaixo. Descrevemos também uma

possível trajetória, levando-se em conta as identifica-
ções dos lados paralelos.

Sinaı̆ provou diversas propriedades caóticas de tais
bilhares. Em particular, ele mostrou que os bilhares
dispersivos são ergódicos. Em poucas palavras, este
conceito significa que com 100% de chance as traje-
tórias se espalham por toda a mesa.

3.1 Motivação: o movimento de um elétron
em um metal

Em 1905, o físico teórico e matemático holandês Hen-
drik Lorentz propôs um modelo que pode ser inter-
pretado como um bilhar dispersivo. Lorentz queria
modelar o movimento de um elétron dentro de um
metal. Por serem bem mais pesadas do que o elétron,
Lorentz assumiu que as moléculas de metal são fixas,
cada uma delas representada por uma esfera, e que o
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elétron se move em linha reta e colide com as molé-
culas do metal por meio de reflexões elásticas. Este
modelo é conhecido como gás de Lorentz. Se imagi-
narmos que o metal é formado por dois tipos de mo-
léculas, dispostas periodicamente no plano, então o
elétron se move em um bilhar dispersivo conforme a
figura abaixo.

Figura 5: Gás de Lorentz, que pode ser interpretado
como um bilhar dispersivo.

3.2 O conceito de entropia

Uma maneira de entender as trajetórias de um bi-
lhar é por meio do sistema dinâmico associado, cha-
mado transformação de bilhar. A transformação de
bilhar é a função que, a cada posição p no bordo da
mesa D e ângulo α medido em p com respeito à reta
normal, associa a próxima posição de batida p ′ e o
próximo ângulo de incidência α′. Em outras pala-
vras, f (p,α) = (p ′,α′) descreve a evolução da traje-
tória que começa a partir da condição inicial (p,α).
A iteração de f uma quantidade n de vezes fornece
f n(p,α) = (pn ,αn) onde pn é a posição da n–ésima
batida e αn é o ângulo de incidência associado.

Esperando que f exiba um comportamento caó-
tico, a sequência de pontos (pn ,αn) deve ser bastante
variada. Uma das maneiras de entender esta variabi-
lidade é por meio da teoria ergódica, área que estuda
o comportamento de sistemas dinâmicos na presença
de probabilidades invariantes. Informalmente, uma
probabilidade é invariante se a evolução no tempo
por f preserva o “tamanho” dos conjuntos. Formal-
mente, se f : X → X é uma transformação, então uma
probabilidade µ em X é f –invariante se

µ( f −1 A) =µ(A)

para todo conjunto A (a definição precisa requer a
discussão de conjuntos mensuráveis e sigma-álgebra,
que não faremos aqui). Do ponto de vista probabilís-
tico, isto diz que a chance de tomar um ponto x alea-

toriamente e ter que x ∈ A coincide com a chance de
que f (x) ∈ A.

Esta propriedade é encontrada em modelos advin-
dos da física. Na verdade, tais modelos possuem, em
geral, diversas probabilidades invariantes. Como des-
crever aquela que possui a maior quantidade de caos?
Uma das maneiras de responder a esta pergunta é por
meio da noção de entropia. Motivados pelas ideias
de teoria da informação desenvolvidas por Shannon
na década de 1950, Kolmogorov e Sinaı̆ desenvolve-
ram uma teoria que, a cada probabilidade invariante
µ, associa um número não-negativo h(µ), chamado
entropia de µ.

Formalmente, para cada partição P = {A1, . . . , Ak }
de X , definimos a entropia de P com respeito à pro-
babilidade µ por

H(P) =−
k∑

i=1
µ(Ai ) logµ(Ai ).

Este número, que é não-negativo, pode ser inter-
pretado da seguinte forma: tomando-se “aleatoria-
mente” um ponto x ∈ X , qual o preço que devemos
pagar para saber qual Ai contém x? Este preço é igual
a H(P).

Agora queremos saber o preço a ser pago para to-
mar x ∈ X e saber em quais elementos de P caem os
pontos x, f (x), . . . , f n−1(x). Este preço é igual a

H(P ;n) =− ∑
B∈Pn

µ(B) logµ(B),

onde a soma é realizada sobre todos os conjuntos B
da forma Ai0 ∩ f −1(Ai1 )∩·· · f −(n−1)(Ain−1 ). A entropia
de µ com respeito a P é definida como a taxa de cres-
cimento linear de H(P ;n):

h(µ,P) = lim
n→+∞

1

n
H(P ;n).

Finalmente, definimos a entropia de µ.

Definição 3.1 (Entropia). A entropia de µ com res-
peito a f é definida por

h(µ) = sup{h(µ,P) : P partição finita}.

Intuitivamente, se a entropia de µ é h, então tipica-
mente o número de sequências observáveis de com-
primento n cresce como ehn . Portanto, quanto maior
h, maior a riqueza de trajetórias.

Uma discussão mais precisa sobre este conceito
pode ser encontrada em [9].
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3.3 Medidas de máxima entropia

Dentre as probabilidades, a que identifica a maior ca-
oticidade de f é a que tem a maior entropia.

Definição 3.2 (Medida de máxima entropia). Dize-
mos que uma probabilidade invariante µ é medida de
máxima entropia para f se, dentre todas as probabi-
lidades invariantes, µ maximiza a entropia:

h(µ) = sup{h(ν) : ν é probabilidade invariante}.

Entender quando uma transformação f possui
uma medida de máxima entropia e se ela é única
constitui uma intensa área de pesquisa em Sistemas
Dinâmicos. Desde a década de 1970, esta pergunta
vem sendo investigada para diversas classes de mo-
delos diferentes. Nos últimos dez anos, presencia-
mos os primeiros resultados para os bilhares dispersi-
vos (sim, apenas recentemente estas perguntas foram
respondidas, ainda que de modo parcial). Hoje em
dia, diversos trabalhos contribuíram para uma me-
lhor compreensão desta pergunta:

◦ Baladi e Demers provaram que uma grande classe
de bilhares dispersivos possuem uma única medida
de máxima entropia [2].

◦ Baladi, Buzzi, Demers, Lima e Matheus mostra-
ram que o número de trajetórias periódicas desta
grande classe de bilhares dispersivos cresce expo-
nencialmente rápido como ehn , onde h é a entro-
pia máxima [2, 3, 7].

◦ Lima, Obata e Poletti mostraram que os bilhares
dispersivos possuem no máximo uma medida de
máxima entropia “bem comportada” (chamada de
adaptada) [8].

◦ Em 2026, Climenhaga e Day forneceram uma prova
de que os bilhares dispersivos sempre possuem
uma única medida de máxima entropia [4].

Notamos que uma trajetória periódica do bilhar não
significa apenas que a trajetória passa novamente
pelo mesmo ponto de partida da mesa, mas que ela
deve voltar também com o mesmo ângulo! Até em bi-
lhares dispersivos simples, identificar tais trajetórias
não é uma tarefa simples.

As ferramentas utilizadas nas provas dos resultados
acima são bastante variadas, e ajudaram a desenvol-
ver a área com novas técnicas que agora podem ser
aplicadas em outros contextos.

Ainda há, porém, muito a ser compreendido. Dei-
xamos aqui um problema que permanece em aberto,

para bilhares triangulares. Se o triângulo for acutân-
gulo, então o triângulo órtico constitui uma trajetória
periódica de período três. Se o triângulo for obtusân-
gulo, então não se sabe se existem trajetórias periódi-
cas.
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