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TECNICA

Equacoes de 3° grau
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Armando Barbosa

Introducao

A busca por solucoes explicitas de equacdes polino-
miais envolvendo radicais é um dos epis6édios mais
fascinantes do desenvolvimento da matemaética. Ele
se inicia ainda na antiguidade com férmulas conhe-
cidas dos babilonicos e atinge o seu dpice no século
XIX com os trabalhos Abel e Galois.

O objetivo deste artigo é apresentar aplicacdes das
férmulas de Tartaglia—Cardano, que surgiram no Re-
nascimento Italiano, para solucionar equacgdes de
32 grau em problemas de vestibulares e olimpiadas de
matematica. No final, também discutiremos breve-
mente férmulas por radicais para equagdes de graus
maiores.

Uma equacdo do 32 grau de coeficientes reais na
varidvel x é uma expressao algébrica da forma

ax3+bx2+cx+d:0,

com a,b,c,d e Re a#0. O Teorema Fundamental
da Algebra garante que essa equacdo possui trés so-
lugées complexas, contando-se multiplicidades. Es-
tamos interessados em saber quais sdo os trés valores
complexos de x que satisfazem a equagdo acima. Para
isso, podemos dividir a estratégia para obter uma for-
mula para esses valores em trés partes:

1. Eliminar o coeficiente de x? através de uma mu-
danca de varidvel que crie uma nova equacgdo do
32 grau cuja soma das raizes é nula;

2. Realizar uma nova mudanca de variavel, redu-
zindo o problema de determinar uma raiz da
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equacio do 32 grau do passo anterior a resolu-

¢do de uma equacio do 2° grau com raizes ud e

v

3. Perceber que as outras duas solucoes, dlem de
u+ v, conjugadas ou nio, sdo uw + vw? e uw? +
vw, sendo w = cis120°.

Expliquemos agora cada um desses passos com
mais detalhes.

Eliminando o termo quadratico

Dividindo a equacgao original por a, temos que

3 b, ¢ d
X+—=x"+—-x+—=0.
a a a

Pelas relagoes de Girard, as trés solucdes x;, X2 € x3
somadas resultam em ——. Dai, considerando a subs-
a
tituicao de variaveis
b
t=x+—ox=t——,
3a 3a
teremos que
b b b
h+bh+i3=(x1+—)+(x2+—)+(x3+—)
3a 3a 3a
b
= (X1+XZ+X3)+3'—
3a

:——+—:0’
a a

e a soma das raizes na varidvel ¢ serd igual a 0. Substi-
tuindo, entdo, na equacdo do 32 grau, podemos con-
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cluir que

) = H ) 5 )
t——| +=-[t——| +=-[t-—|+==0
3a a a a 3a) a
b? b
3 2
=317 —+3t¢- —
9a®> 27a3
) b b2 3
5= =2t —+ ——=+
a 3a%2 9a®
c bc d_
a 3a® a
t3+t( 2 b? c) ( b3 b bc +d)_0
3a2 "3a® a 27a3  9a3 3a? a)
ou seja,
3 (—b2+3ac) (2b3—9abc+27a2d)
"+t + =0,
3a? 27a3
e o termo quadrético foi eliminado.
Reducdo para uma equacao quadratica
Sejam
B —-b?+3ac B 2b3 —9abc+27a%d
P="3z2 Bl 27a3
Dai, temos que
B+pt+g=0.

Considerando a nova substituicdo de varidveis
t=u+v,
podemos concluir que

(u+v)3+p'(u+v)+q:0
'.u3+U3+3uv(u+ vV+p-(u+v)+g=0
(WP + P+ q)+ (u+v)-(Buv+p) =

Podemos, entao, definir # e v de modo a zerar as
duas parcelas acima. Para isso, basta escolher u e v
tais que
=0

w+1d+q
{ o 0

3uv+p

de modo que obtemos o sistema

W+ =-q
3, II
B = b
27

em u® e v3. Note que toda solucao de (I) é uma so-

lucao de (II), mas a reciproca ndo é necessariamente
verdadeira, se considerarmos u e v complexos. Ou
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FABIO TOSCANO

THE SECRET

How a Mathematical Duel
Inflamed Renaissance Italy and
Uncovered the Cubic Equation

Figura 1: “Niccolo Tartaglia (a direita) era um pro-
fessor ambicioso que possuia uma férmula secreta
— a chave para desvendar um problema matema-
tico aparentemente insoltvel. Gerolamo Cardano (a
esquerda) era um médico, erudito brilhante e not6-
rio jogador que nao hesitaria em usar bajulacao e até
mesmo artimanhas para descobrir o segredo de Tar-
taglia.” [1]

seja, devemos verificar posteriormente quais solucoes
de (II) satisfazem (I).

De todo modo, pelas relacoes de soma e produto,
3 e v® sdo raizes da equacio

podemos concluir que u” e v

do 22 grau em z dada por
-+ z+utvP =0,

ou seja,
3

p
+qz——=0.
Z+qz 57

Portanto, temos que

3

ip
—g+ 24
q q 7
z= ,
2
q P
e definindo A= — + E temos que
_ —q+Vi4A __z+\/z
2 27 '
Logo,
w =-2+Va
P o= -VE
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b
Lembrandoque x=t——e
3a

t=u+v=vud+ V3,

obtemos finalmente que

P

3 5 2
3a 2 4

oLy
4

P
27 2 27

que é a féormula de Tartaglia—Cardano para uma das
raizes da equacdo do 32 grau. Mais adiante entende-
remos o que acontece nos casos em que A >0, A=0
e A<O.

Formulas para as demais raizes

1 3
Se w = cis(120°) = -3 + i%, podemos escrever

(ww)® + (v?)® =+ 03
(uw)®- (vw?)® = udo

ja que w® = 1. Assim o par uw e vw’ satisfaz os
mesmo sistemas que u e v (por outro lado, o par uw
e vw satisfaz o sistema (II), mas ndo o (I), assim um
elemento do par deve ter o w e o outro w? para sa-
tisfazer (I)). Logo uw + vw? também é raiz da mesma
equacao de 32 grau em ¢ encontrada no passo ante-
rior. O mesmo vale para uw? + vw, que é o conjugado
de uw + vw? quando u e v sio reais, pois w? = w. Por-
tanto, as trés raizes de ax> + bx? +cx+d =0 sdo da
forma

:——+\/—ﬂ+\/_+ ~VA

:——+\/——+\/_ w+\/—g— w?
xg,:——+\3/——+\/K-w2+\3/—g—\/z-w
3a 2 2

onde,
_ 2b*-9abc+27a*d
q= 27a3
e
B —b?+3ac
p= 3a2

Assim como ocorre nas equacoes de 22 grau, o va-

lor ) 5
A:q_+p_
4 27

é muito importante, uma vez que seu sinal ajuda a
entender quando temos raizes reais. Vamos ver como
isso acontece através de alguns problemas.
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Problemas

. b
Seja x; = —— + ;. Como “3a é um numero real, x; é
a

real se, e somente se, ¢; é real. Portanto, para encon-
trar as raizes reais, podemos nos ater a estudar ape-
nas equacdes do tipo 3+ pt+g=0.

Problema 1. Calcule o valor de
\3/20+14\/§+ \3/20—14\/5.

Solucdo: Considere os ntimeros reais u e v tais que

wW=20+14v2  1¥=20-14V2

Note que wd+ v =40 e udv® =400-392 = 8 = 23
Como
(u+ v)3:u3+v3+3uv(u+ V),

se t = u+ v, que € o valor procurado, obtemos
3—6t—40=0.

Pelo teste da raiz racional, testando os divisores de
—40, temos que ¢ =4 é raiz. Dividindo por (¢t —4), po-
demos concluir que

£ —6t—40=(t—4)- (> +4t+10)

—-4+v-24
t2,3=—=—2ii\/6

H=4
! 2

Logo, nossa resposta é t =4, pois -2+ iv6 ZR. N

Na notacdo anterior, considerando a equagio > —
67—-40=0, temos que

p=-6, q=-40

e

2 3

A — q_ + p_

4 27

(—40)> (-6)3
= +
4 27

= 392>0

Daij, as raizes f, e f3 e, consequentemente, Xx» e X3
nao sdo reais, pois teremos valores reais distintos

[ T

- 1 .v3
multiplicados por w = - + 17 e por w

,_ 1 V3

—_—]—

2
na férmula encontrada no final da secao anterior,

produzindo necessariamente um nimero com parte
imagindria ndo nula.

Vejamos agora um exemplo com A < 0 ao trocar-
mos 0 —40 por +4 na ultima equacao:
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Problema 2. Determine todas as solucoes de t> — 6t +
4=0.

Solucao: Pelo teste da raiz racional, testando os divi-
sores de +4, temos que f; =2 é raiz.
Dividindo por (¢ —2), podemos concluir que

£ —6t+4=(t-2)-(* +2t-2)

tlz _Zi—\/ﬁ:_li\/g

1% =
2,3 2

]
Repetindo a analise anterior para > —6¢+4 =0, te-
mos que

p=-6, g=4
e
2 3
A= T P
4 27
= —4.

Calculemos t; pela féormula, lembrando que -2 +
2i = /8- cis (£135°):

\3/—; +VA+ {/—g ~-vVA
V=2+2i+V-2-2i

V2 (cis (45°) + cis (-45°))
2v/2-cos (45°)

= 2.

h =

Calculando agora t,:

t V=242 -w+V-2-2iw?

Analisando a expressdo acima, é dificil acredi-
tar que f, é um numero real. Porém, podemos
simplificd-la:

tp = V2-cis(45°) - w+v2-cis(-45°)- w?
= V2-cis(45°)  w+ V2 -cis(45°) - w
= V2-(2Re (cis45°- w))
= 2V2-cos(165°)
= —V3-1€cR.
De modo anélogo, podemos obter #3 = V3-1€R.

Isso é o que ocorre com qualquer equacao ctbica
com A negativo, pois

_nge_g_\/z,
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m.(_%+i§)+ 3—2—21'(—%—1"/—@).

sdo numeros complexos conjugados, cujas raizes cu-
bicas também sdo conjugadas. Assim, ao multiplica-
las por w e w? = W, respectivamente, as partes ima-
gindrias se cancelam e obtemos trés solucodes reais. O
caso A =0 gera f, = 3, sendo um numero real, pois
cancelam-se as partes imagindrias.

Em resumo, obtemos o seguinte resultado geral:

1 raiz real e 2 raizes
A>0 .
complexas conjugadas
A <0 | 3raizes reais e distintas
A=0 3 raizes reais, sendo
pelo menos 2 iguais

Problema 3. (IME/2025) A equacdo x> —ax+ =0,
onde a e B sdo constantes reais, admite raiz néao real
de médulo y. Determine a em fungdo de 5 ey.

Solucdo: Se admite raiz nao real g, conforme vimos
anteriormente considerando x = u + v, temos que

- WB+13=-p g = uw + vw?
Suv=a w = cis (120°) y=|g|

2
2]

1
Y :Z-[(u+v)2+3(u—v)2]: Y =uw+ v —uv| (D

2
+

yzzu2+v2—uv=(u+ v)2—3uv

(D ¢85 -
:Lt3+1/3:—ﬁ=(Lt-H)):—';3

%yz—(u+v)2—3uv—(_—)2—a:> a——z—yz
Y v

Problema 4. Encontre o valor de sen18°.

Solucdo: A partir da identidade sen3x = 3senx —
4sen® x podemos concluir que

—sen54°
—c0s36°

—1+2sen®18°

4sen®18° —3sen18°

Se x = sen18°, temos 4x> —2x*>-3x+1 = 0. Como
x =1 é raiz, segue que 4x3-2x2—-3x+1=(x-1)-
(4x*+2x—1) = 0. Dai, como senl8° # 1, temos

-1++v5

senl18° = T\/_ Dado que sen18° > 0, obtemos
5-1

sen18° = \/_4 .
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Consideracoes sobre equacoes de graus
maiores

Para equacgoes do 42 grau, também existe um mé-
todo para a obtencdo de férmulas para as raizes por
meio de radicais conhecido como método de Ferrari.
Para equagdes de grau = 5, tem-se o teorema de Abel-
Ruffini que afirma que ndo ha uma solucdo geral atra-
vés de operacdes com radicais, incluindo soma, sub-
tracdo, multiplicacao e divisdo envolvendo os coefici-
entes da equacdo polinomial.

Notemos que isso ndo significa que é impossivel re-
solver qualquer uma dessas equacdes de grau = 5. Por
exemplo, a equacdo do 62 grau

¥-9x3+8=0

pode ser completamente resolvida e reduzida para
um caso ja estudado realizando a troca de x° por y.
A nova equacdo possui raizes y=1 e y=8. Dali,
{y=x3= 1=>x= 1,w,w2
=

y=x>=8=x=2,20,20°

Além disso, por vezes, podemos adaptar as ideias
apresentadas para situagoes parecidas. Por exemplo,
para a equacao do 5° grau

p?
x5+px3+?x+q=0,

sendo p um valor dado, podemos fazer a mudanca
X = u+ v para obter que

2

(u+v)5+p-(u+v)3+%-(u+v)+qzo

(WP +0°) +5uv (u+ )3 512V (u+v)+pu+v)°
2

+%(u+v)+q:0

wW+1P=—q
= 5
- _ 5.,5__F_
Suv=—-p=>u’r’= =5

5
= u°, v° sdo raizes de 22+ qz-— P =0
55
Problema 5. (Bulgéria/2023 - Outono) Encontre to-
das as solugoes da equagdo

x+D)Vx2+2x+2+xVx2+1=0.

Solucdo: Passando o segundo termo para o outro
lado e elevando ao quadrado, temos que

x+D?[(x+ D%+ 1] = %% (x* +1)

A expressao £ (t+1) é crescente para ¢ = 0.
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Logo, temos que

(x+1)2=x2: X=—-——

que € a Unica solucao. [

Para finalizar, deixaremos duas questdes de equa-
¢oes de 32 grau de treino para o leitor.

Problema 6. Determine todas as raizes das equagoes
do 3° grau a seguir:

1. -61-9=0;
2. 3-6r-4=0.

Problema 7.
tada)

(\3/\/§+2+ VVE-2

(Hong

Determine o
J2014

Kong/2014 - adap-
valor  simplificado de

Respostas

i;

| S

3
Problema 6. 1.3 e—ii

2. —2el+V3.

Problema 7. 5!%7. Uma ideia é fazer a = v/ \/5+2,
b=vV+V5-2ex=a+b para chegar a

B=a®+b®+3aba+b)=2v5+3x.

Dai, basta perceber que x = /5 é raiz e as outras
raizes sdo complexas, podendo s6 dividir por (x — v/5)
para concluir isso.

Portanto, x = v/5 e x2014 = .
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