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TEOREMA
A Hipotese Generalizada do Continuo

Implica o Axioma da Escolha
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Introducao

O Axioma da Escolha surgiu “oficialmente” em 1908 a
partir da publicagdo, por Ernst Zermelo, de dois tra-
balhos ([12} [13]) que marcaram o inicio da axioma-
tizacdo da Teoria dos Conjuntos, tendo sido utilizado
pela primeira vez quatro anos antes pelo mesmo au-
tor em sua demonstra¢do de que todo conjunto pode
ser bem ordenado ([11]) — que por sua vez é conhe-
cido como Teorema da Boa Ordenacao (denotado por
WO, de Well-Ordering Theorem).

Devido ao seu carater nao-construtivo, AC (como é
geralmente denotado o Axioma da Escolha — advindo
de Axiom of Choice) foi, e ainda é, alvo de muita dis-
cussdo e polémica: afinal, ele garante ao trabalhador
matemadtico a tentadora possibilidade de fazer infini-
tas escolhas arbitrdrias. Em termos simples, ele ga-
rante que dada uma familia de conjuntos nao-vazios
sempre € possivel obter um conjunto que tem exata-
mente um elemento escolhido em cada conjunto da
familia, no que se diz que toda familia de conjuntos
ndo-vazios admite uma fungﬁo—escolhcﬂ

Tal axioma tem aceitacdo bastante variada, a depen-
der do ramo da matemética e do contexto em que
se aplica. Por um lado, admite varias implicacoes
(ou mesmo equivaléncias) muito conhecidas e im-
portantes, de peso central em vdrias dreas da Mate-
matica — equivaléncias como o Lema de Zorn, o Teo-
rema de Krull sobre a existéncia de ideais maximais

*0 segundo autor teve o apoio da Coordenacdo de Aperfeico-
amento de Pessoal de Nivel Superior - Brasil (CAPES) - Cédigo de
Financiamento 001

1Uma funcdo-escolha para uma familia & de conjuntos nao-
vazios é uma func¢do que efetivamente “escolhe” um elemento de
cada um dos membros da familia, mais precisamente é uma apli-
cagdo f: F — | JF satisfazendo f(F) € F para todo Fe &.
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em anéis comutativos com unidade (da Algebra), eo
Teorema de Tychonoff E| (da Topologia Geral), e con-
sequéncias como o Teorema do Ultrafiltro, ou o Te-
orema de Hahn-Banach (da Andlise Funcional). Por
outro lado, o Axioma da Escolha também implica al-
guns resultados bastante contraintuitivos, como o fa-
moso Paradoxo de Banach-Tarski, o qual demonstra
ser possivel dividir uma esfera tridimensional em um
numero finito de pecas e reorganizd-las (usando ape-
nas movimentos rigidos) de modo a formar duas es-
feras do mesmo tamanho que a original.

Nao obstante, temos que AC é independente dos axi-
omas da teoria dos conjuntos usual, a chamada Te-
oria dos Conjuntos de Zermelo-Fraenkel — denotada
por ZF —, o que significa que ele ndo pode ser pro-
vado nem refutado a partir dos axiomas bdasicos da
teoria. Devido a isso, o axioma da escolha é consi-
derado um axioma adicional, culminando na axiomé-
tica ZFC dada por ZF + AC, a Teoria dos Conjuntos de
Zermelo-Fraenkel com o Axioma da Escolha.

Ja a Hipotese do Continuo — conjecturada por Cantor
nos anos 1880, e muito provavelmente a mais céle-
bre assercdao matemadtica cuja independéncia de ZFC
jé foi demonstrada — declara que, dado um subcon-
junto infinito da reta real, entdo devemos ter que este
conjunto estd em bijecdo ou com o conjunto dos nu-
meros naturais ou entdo com a propria reta.

O contexto que levou Cantor a enunciar tal conjec-
tura (@ qual vamos nos referir como CH, de Conti-

2Para um enunciado e demonstracio do Teorema de Tycho-
noff — o qual declara que todo produto de espacgos topoldgicos
compactos é compacto —, indicamos nossa principal referéncia
em Topologia Geral, que é [2]. Uma prova (em portugués) da
equivaléncia entre AC e o Teorema de Tychonoff pode ser encon-
trada em [5].
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nuum Hypothesis) foi resultado de uma série de tenta-
tivas fracassadas de exibir algum subconjunto da reta
com cardinalidade intermediaria entre Xy (a cardina-
lidade de N) - e ¢ (o continuum, a cardinalidade de R),
0 que culminou na sua hipétese de que tal feito se-
ria impossivel: uma questdo tdo importante a época
que ocupou a primeira posicao na lista dos famosos
23 problemas de Hilbert, na virada para o século XX.

Assim, CH pode ser traduzido em uma linguagem
mais técnica de teoria dos conjuntos (assumindo o
Teorema da Boa Ordena(;ﬁo)rf] como a afirmacao de
que nio existe nenhum cardinal intermedidrio entre
Ro e 2% (sendo este tltimo cardinal igual a ¢, j4 que
tem a mesma quantidade de elementos do que o con-
junto das partes de N - sendo este tltimo, por sua vez,
equipotente ao conjunto R dos niumeros reais, sendo
que a existéncia dessa bijecdo ndo depende do Axi-
oma da Escolha).

As consequéncias dos estudos sobre a Hip6tese do
Continuo sdo bastante numerosas, o que levou por
exemplo a sua natural generalizacdo, a chamada Hi-
potese Generalizada do Continuo (GCH, de Generali-
zed Continuum Hypothesis), a qual (assumindo nova-
mente a boa ordenacdo dos conjuntos) é a afirmacao
de que, assim como no caso anterior, ndo existe ne-
nhum cardinal na lacuna entre qualquer cardinal R
e o cardinal 28«

Embora a prova da independéncia de CH tenha vindo
apenas em 1963, no contexto da invencdo do método
de forcing por Paul Cohen — independéncia essa que
complementou um trabalho anterior de Kurt G6del
de 1940 —, um resultado de 1947 devido a Sierpiniski
(I8]) pulula aos olhos: ele estabelece que GCH, que
mimetiza a organizacdo suprema dos cardinais, acaba
tendo poder dedutivo o suficiente para implicar o
Axioma da Escolha. Neste artigo veremos a prova
desta implicacdo com uma demonstracdo um pouco
diferente da original de Sierpinski, dado que a de-
monstracdo a ser apresentada utiliza o Teorema de
Specker.

3A necessidade desta ressalva advém da transicdo de uma per-
gunta especifica para uma assercdo de carater universal. Com
efeito, enquanto a formulagdo original de Cantor se restringe a
subconjuntos da reta real, a afirmacdo de que nao existe ne-
nhuma cardinalidade intermediaria em todo o universo dos con-
juntos requer que todas as cardinalidades, de todos os conjuntos,
possam ser dispostos em uma tnica hierarquia ordenada — pro-
priedade esta que é garantida precisamente pelo Teorema da Boa
Ordenacdo, sob o qual todos os conjuntos possuem “ordinais ini-
ciais” — i.e., “alephs” — como suas cardinalidades.
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Primeiras Definicoes

Para fixar as ideias vamos dar enunciado formal para
algumas das asser¢cdes que comentamos:

Axioma da Escolha (AC): O produto cartesiano de
conjuntos ndo vazios é um conjunto néo-vazioﬂ
Teorema da Boa Ordenacdao (WO): Todo conjunto
pode ser bem-ordenado|

Lema de Zorn (ZL): Toda ordem parcial ndo-vazia na
qual toda cadeia € limitada superiormente admite um
elemento maximal.

Mostra-se que tais assercoes sdo logicamente equiva-
lentes em ZF (uma demonstragdo em portugués desse
fato pode ser vista em [5]); no entanto, devido a am-
pla utiliza¢do de AC, a muito menor utilizacdo de WO
e dificuldade de compreensdo inicial do enunciado
de ZL, existe uma famosa anedota (atribuida ao ma-
temdtico norte-americano Jerry Bona) na qual se diz
que o Axioma da Escolha é obviamente verdadeiro,
enquanto o Teorema da Boa Ordenacao é obviamente
falso e “quem pode dizer alguma coisa sobre o Lema
de Zorn?”.

A difusdo desta piada mostra como a noc¢ao intuitiva
pode ser traida pela rigidez matemadtica, uma vez que
a equivaléncia das assercoes, embora clara, é motivo
de muita polémica no meio matemdtico.

EYEYEYREYEE

Devido a referida equivaléncia entre AC e WO e a
nossa futura definicdo de cardinalidade, em boa parte
das situacdes vamos querer comparar conjuntos sem
ter que falar de suas cardinalidades - j& que, sendo o
Teorema da Boa Ordenacdo uma equivaléncia do Axi-
oma da Escolha, assumir que todo conjunto tem al-
guma cardinalidade (em sua definicdo usual, a qual
serd apresentada mais adiante mas que somente se
aplica a conjuntos que possam ser bem ordenados)
acaba sendo equivalente a assumir o Axioma da Es-
colha, o que muitas vezes queremos evitar.

Com vistas a comparar a quantidade de elementos de
conjuntos que ndo necessariamente possam ser bem
ordenados, apresentamos as seguintes definicoes: di-
zemos que um conjunto x é dominado por um con-

4Note que esta formulacdo é equivalente 2 apresentada ante-
riormente: por defini¢do, um elemento do produto cartesiano de
uma familia de conjuntos & é uma funcdo a qual, também, “es-
colhe” exatamente um elemento de cada conjunto Fe &.

5Uma ordem sobre um conjunto é dita ser uma boa ordem se
for uma ordem total na qual todo subconjunto ndo-vazio admite
elemento minimo. O exemplo canodnico é o conjunto dos niime-
ros naturais com a ordem usual.
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junto y (denotado por x < y) se existe uma func¢ado
f: x — y que é injetiva, e dizemos que x é equi-
potente a y (denotado x ~ y) se existe uma funcao

f: x— y que é bijetiva.

Depreende-se desta defini¢do que dizer que um con-
junto é dominado por outro significa intuitivamente
pensar que “aquele tem tamanho menor do que este”.
Como indicio positivo dessa intuicdo temos o famoso
Teorema de Cantor-Bernstein-Schréder (o qual o pri-
meiro autor deste artigo prefere, como também em
outras referéncias disponiveis na literatura, enunciar
como “Teorema de Schréder-Bernstein-Cantor” — de
modo que sua sigla se torne S.B.C., ao que se segue
uma aneddtica alusdo a cidade de Sao Bernardo do
Campo, em Sao Paulo, seu Estado originario).

Teorema. (ZF)F_;] S.B.C. - Schrioder-Bernstein-Cantor.
Se a e b sdo conjuntos tais que a é dominado por b e
b é dominado por a entdo temos que a é equipotente
ab.

Para podermos avancar e definir a cardinalidade de
um conjunto (o que serd feito em breve, apds cui-
dadosa preparagdo), precisamos primeiro introduzir
o conceito de nimeros ordinais, os quais podem
ser entendidos como uma generalizacdo dos ntime-
ros naturais e que sdo utilizados para descrever a
estrutura de qualquer conjunto que possa ser bem-
ordenado.

Formalmente, um ordinal é um conjunto x que sa-
tisfaz duas condigoes: ele é transitivo — isto é, sem-
pre que valer z € y € x tem-se z € x (ou, equivalen-
temente, | Jx < x) — e é bem-ordenado pela prépria
relacdo de pertinéncia, €. A partir desta definicio,
adota-se uma notacgdo bastante intuitiva: ordinais sdo
indicados por letras gregas minusculas (a, 3,7, etc.) e
a relacao de ordem € é denotada pelo simbolo <, de
modo que se escreve ¢ < 3 em vez de a € f. Uma
consequéncia fundamental desta estrutura é que um
ordinal coincide com o conjunto de todos os ordinais
menores do que ele; ou seja, para todo a vale que
a={B| B < a}. E precisamente esta propriedade que
confere aos ordinais seu papel como representantes
canoOnicos das boas ordens, no sentido de que toda
boa ordem é isomorfa a um (e tinico) ordinal.

60bservamos que a singela notacdo “(ZF)” tem aqui um pa-
pel fundamental, pois sinaliza que o resultado pode ser demons-
trado utilizando-se apenas os axiomas de Zermelo-Fraenkel, ou
seja, sem a necessidade de se invocar o Axioma da Escolha. Este
é um fato crucial para a nossa discussdo, uma vez que estamos
estabelecendo ferramentas para comparar conjuntos em um am-
biente onde AC nio é pressuposto.
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Os ordinais finitos, nesta construcao, sdo exatamente
os numeros naturais de von Neumann. 0 = J,
1:={0},2:={0,1},...,n:={0,1,2,...,n—1},... . Con-
sequentemente, o menor ordinal infinito é w, que é o
proprio conjunto de todos os nimeros naturais.

Finalmente, podemos introduzir a nocdo de car-
dinalidade (a qual pode ser bastante dificil de li-
dar, no caso de conjuntos que ndo possam ser
bem-ordenados). Se por algum motivo (ainda em
ZF, digamos !) sabemos que um conjunto x
pode ser bem ordenado, podemos definir a car-
dinalidade de x como sendo o menor ordinal
que é equipotente a x, o qual denotamos por
|x| = min{a|x~alf}] A partir dai, um ordinal «a
serd dito um cardinal exatamente quando tiver a si
mesmo como sua cardinalidade, ou seja, se |a| = a.

Além disso, observamos que dados a e b conjuntos,
denotamos por b o conjunto das fungdes de a em b,
e supondo que ?b possa ser bem ordenado (assuncao
essa que vale trivialmente sob AC, dado que este tl-
timo é equivalente a WO), temos que a cardinalidade
de b é dada justamente pela cardinalidade de b ele-
vada a cardinalidade de a.

Esta ultima definicdo tem importante destaque no
caso particular no qual b=2(= {0,1}) , pois sabemos
que o conjunto das partes de um conjunto a qualquer
estd sempre em bijecdo com o conjunto das funcoes
de a em 2, ou seja, vale que “2 ~ #(a). Traduzida
para a linguagem de cardinais, obtemos a bem co-
nhecida igualdade 2* = [*2| = |2?(k)| para qualquer
cardinal «, finito ou infinito.

EYESEEEEEE

Em nosso contexto, destacamos duas ferramentas
matemadticas que nos permitem trabalhar, em ZF,
com o “tamanho” de conjuntos sem ter que falar de
cardinalidades (em particular, sem ter que discutir se
tal conjunto pode ou nao ser bem ordenado): a pri-
meira é o Teorema de Cantor — cuja demonstracdo
utiliza o famoso Argumento Diagonal de Cantor —, o
qual afirma que para qualquer conjunto x vale que x
é estritamente dominado pelo conjunto das suas par-
tes (x < 2(x)), isto é, temos que existe uma injecdo
de x em 2(x), mas que nenhuma inje¢cdo pode ser
sobrejetiva. J& a segunda é o chamado niimero de
Hartogs, que permite comparar um conjunto x com

“Notar que, sob o Axioma da Escolha, todo conjunto podera
ser bem-ordenado, e assim essa definicdo que demos para a car-
dinalidade - a qual sempre nos referiremos como sendo a defi-
nicdo usual - poderd ser aplicada uniformemente para todos os
conjuntos.
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os nimeros ordinais mesmo que x nao possa ser bem
ordenado: dado x conjunto qualquer, o nimero de
Hartogs de x é, exatamente, o menor ordinal § tal que
B ndo pode ser injetado em x (8 X x); denotamos este
menor ordinal simplesmente por H(x) ﬂ

Argumento Diagonal de Cantor
Suposta lista de todos os subconjuntos de N

Sy

S3

D

O conjunto D difere de cada S
da lista no n-ésimo elemento.
Portanto, D nao pode estar na lista!

Figura 1: O Argumento Diagonal de Cantor em ac3o.
A figura mostra como, a partir de uma suposta lista
enumeravel completa de todos os subconjuntos de
N (indicados na matriz via a representagdo por suas
fungdes caracteristicas), é possivel construir um novo
subconjunto, D. A construcdo de D (indicada pelas
setas vermelhas) se d4 pela inversdao dos elementos
da diagonal (destacada em amarelo), garantindo que
D seja diferente de todos os subconjuntos na lista.
Isso mostra que nao existe uma func¢do injetora de N
em Z(N) que seja sobrejetora.

Embora a tdltima definicdao possa ser aplicada a qual-
quer conjunto, temos um fenémeno interessante caso
esse conjunto possa ser bem ordenado: de fato, se x
é um cardinal, entdao H(x) é o menor cardinal que
nao é menor ou igual a «, ou seja, H(x) é (pela tri-
cotomia dos ordinais) o menor cardinal que é maior

8y (x) é o menor ordinal que ndo pode ser injetado em x exa-
tamente pelo fato dele ser, estruturalmente digamos, exatamente
o conjunto de todos os ordinais que podem ser injetados em x!!
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que x, ou seja, é o cardinal sucessor de k. Esta obser-
vacao nos permite definir recursivamente (por recur-
sdo transfinita sobre os ordinais) a chamada Hierar-
quia dos Alephs: definimos R := w, 0 menor cardinal
infinito; dado um ordinal a e seu correspondente R,
ja definido, definimos Rq41 = (Rg) T, onde (Rg)* 6,
pelo que vimos, H(Xy); por fim, dado um ordinal li-
miteﬂy definimos R == sup {Rq | a <7y}.

Além disso, é interessante observar que a funcao de
Hartogs é utilizada na prova da equivaléncia com o
Axioma da Escolha de uma assercdo que, num pri-
meiro momento, parece ser inofensiva, trivial ou ab-
solutamente intuitiva (e a qual, por conta dessa apa-
réncia tao intuitiva, muitos poderiam acreditar que a
mesma deveria ser um teorema de ZF — o que nio é!).
Seja entdo CC (de “Comparacdo de Cardinalidades")
a seguinte assercao:

“Se A e B sdo conjuntos quaisquer,
entdio AXBouB<xA”

Ou seja, CC simplesmente afirma que, dados dois
conjuntos quaisquer, deveria ser verdade que pode-
riamos compard-los por fungées injetoras, de modo
a descobrir “qual dos dois conjuntos é o maior (por
conter uma copia do outro)”. CC segue diretamente de
AC via WO: dados os conjuntos A e B, por WO podem
ser ambos bem ordenados e portanto suas cardinali-
dades sao definidas da maneira usual, e assim sendo
kK =|A| e A =|B], a tricotomia existente entre ordinais
(logo, entre cardinais também) resolve a situacdo fa-
cilmente.

Por outro lado, CC implica AC (também via WO): pois
dado um conjunto A qualquer, considere B = H(A).
Como B ndo pode ser dominado por A neste caso
particular, vale A < B por CC, e, por poder ser inje-
tado no ordinal H(A), é imediato usar essa inje¢do
para definir uma boa ordem em A, o que verificaria
que “todo conjunto pode ser bem ordenado’m

Com estas definicdes e observagdes, principalmente
no que se refere a Hierarquia dos Alephs, podemos
retornar a nossa discussdo sobre a Hip6tese do Con-
tinuo com uma outra linguagem: de fato, temos do

9Um ordinal y é dito ser um ordinal limite se ele néo for o zero
e tampouco for um ordinal sucessor, isto é, ndo existir nenhum
ordinal g tal que y = Bu {f} = f+ 1. De forma intuitiva, sdo
os ordinais que nao possuem um antecessor imediato, como é o
caso de w, o primeiro ordinal limite.

10Em particular, temos aqui um dos principais “monstros” que
aparecem na auséncia do Axioma da Escolha: em um modelo de
ZF no qual AC seja falso, seguramente existem conjuntos que sdao
incompardveis segundo a relagdo de dominagdo — de modo que
ndo teremos como saber qual dos dois é o maior conjunto!
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Teorema de Cantor que Xy < 2% e como X1 € 0 su-
cessor de Ry, concluimos que X; < 2% Assim, o que
CH diz é que nesta tltima expressdo vale a igualdade,
enquanto —CH (a negacao de CH) diz que vale a de-
sigualdade estrita.

Em suma, na linguagem dos alephs, o significado de
CH ¢ justamente traduzido pela equacao

2N — %y

— donde a reta teria 0 menor tamanho possivel. E, uti-
lizando este mesmo raciocinio, temos que para um
ordinal & vale R, < 2%¢, donde R,,; < 2%, e GCH
seria justamente a afirmacdo da igualdade para cada
um dos ordinais «, isto é, é a afirmacdo de que vale
2R« — R, 11, para cada a ordinal (o que é claramente
uma generalizacdo de CH).

Figura 2: A hierarquia dos cardinais infinitos. A seta
azul indica a fun¢do de Hartogs H(.), que leva um
cardinal X, ao primeiro cardinal estritamente maior,
que é (Rg)T =Ng41. A GCH (e CH como caso parti-
cular), indicada em vermelho, estabelece que ndo ha
cardinais intermediarios entre X, e 28« (sendo este
ultimo maior do que R, pelo Teorema de Cantor), for-
cando a igualdade entre o cardinal sucessor Ry 4] € a
poténcia 28«

Nao obstante, observando que um conjunto arbi-
trario dado ndo necessariamente pode ser bem-
ordenado em ZF - e como o0 nosso objetivo neste ar-
tigo é justamente provar AC (que é equivalente a WO)
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assumindo GCH em ZF, precisamos enunciar GCH
em uma versao que ndo facga referéncia aos nimeros
cardinais: com efeito, daqui pra frente GCH sera en-
tendida como a seguinte assercdo (x):

“Para quaisquer conjuntos X e Y infinitos, se X é do-
minado por Y, e este por sua vez é dominado por
2(X), entdo vale que X é equipotente a Y ou que Y
é equipotente a Z(X).”

Assim, identificaremos, em ZF, a seguinte assercao
() com GCH:

(%) “Para quaisquer X e Y infinitos,
X<Y<P(X)—X~YouY~PX).

Chamamos a atencao para o fato de que a assercdo
acima “plasma” a auséncia de alternativas, digamos
assim, que temos — em termos do tamanho de um
conjunto infinito X — para os conjuntos que estejam
“ensanduichados” entre o conjunto X e o conjunto de
suas partes 2(X) (na comparacdo de tamanho por
fungdes injetoras): um tal conjunto devera ser equi-
potente ou a X ou a Z(X), ndo havendo possibilida-
des para “tamanhos intermedidrios”.

Resultados Intermediarios

Com essas definicdes podemos apresentar alguns te-
oremas intermedidrios, cujas demonstracdes fogem
do escopo deste texto, por isso omitiremos.

O primeiro teorema estabelece uma importante ca-
racteristica dos cardinais infinitos que, obviamente,
os diferencia dos cardinais finitos, que é a idempotén-
cia com respeito ao produto (seja produto cartesiano
ou produto de cardinais):

(ZF) Teorema

Para todo « cardinal infinito vale que x x x ~ .

Uma demonstracdo deste resultado pode ser encon-
trada em qualquer uma das principais referéncias
modernas para a Teoria dos Conjuntos, como por
exemplo [4] ou [6]. Como vimos que o Axioma da
Escolha é equivalente ao Teorema da Boa Ordenacio
(donde cada conjunto infinito tem como cardinali-
dade um cardinal infinito ), temos o seguinte coro-
lario:

(ZF) Corolario

AC implica que para todo X conjunto infinito
vale que X x X ~ X.
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Por fim, temos que a reciproca deste resultado tam-
bém é verdadeira, num resultado que é atribuido a
Tarski (de 1924), sendo sua prova uma argumentacao
bastante mais elaborada e que faz uso da funcao de
Hartogs.

(ZF) Teorema (Tarski) [10]

Se para todo X conjunto infinito vale que
X x X ~ X, entdo temos que AC é vélido.

Na tultima se¢do deste artigo voltaremos a dar desta-
que a esse resultado classico de Tarski.

Com os dois udltimos resultados, concluimos que em
ZF vale que AC é equivalente a assercao “para todo
X conjunto infinito vale a equipoténcia dada por
X x X ~ X". No que segue, vamos utilizar exatamente
essa conclusao para implicar o Axioma da Escolha.

Finalmente, observamos que a prova que apresenta-
mos € levemente diferente daquela apresentada origi-
nalmente por Sierpiniski em 1947 [8], dado que incor-
poramos resultados provados logo depois (em 1954)
por Specker [9].

Resultados Principais

Chegamos agora aos principais resultados que gos-
tariamos de trabalhar, sendo o primeiro o ji citado
Teorema de Specker. A sua demonstracao é relativa-
mente longa, mas é aqui que estéd grande parte do tra-
balho, e apds superarmos este desafio estaremos pra-
ticamente prontos para mostrar o resultado desejado.

[

(ZF) Teorema de Specker

Se X é um conjunto com pelo menos 5 ele-
mentos, entdo 2 (X) nio é dominado por X2
(isto 6, 22(X) £ X?).

Observa-se que a hip6tese deste teorema é extrema-
mente razodvel: ora, sabemos que para um conjunto
X finito com n elementos vale que a cardinalidade do
conjunto 2 (X) é exatamente 2", enquanto que a car-
dinalidade de X x X é n-n = n?, e a expressio 2" £ n?
se verifica para todo ntimero natural 7 maior ou igual
a 5 (e note que 24 = 42).

Upara nossa demonstragio do resultado de Specker, bem como
dos passos subsequentes até chegarmos na verificagdo de que
GCH implica AC, seguimos as linhas da exposi¢do de Lévy no seu
classico livro [7].
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J4 a idéia da demonstracgdo consiste em tomar H(X),
o nimero de Hartogs de X, e, ao supor por absurdo
que exista uma funcdo f: 2(X) — X? que é inje-
tiva, construir uma sequéncia injetora (com respeito
aos indices) (x4 | @ < H(X)) de elementos de X com
comprimento H(X), o que implicaria H(X) < X, uma
contradicdo com a definicdo que demos para a fun-
¢do de Hartogs.

Demonstrac¢do: Sejam X conjunto e A = H(X), e su-
ponha por absurdo que exista uma f: 2(X) — X?
funcao injetiva. Vamos construir uma sequéncia de
elementos de X conforme o descrito anteriormente:

Primeiramente, dado que X tem pelo menos 5 ele-
mentos, podemos tomar Xxgp, X1, X2, X3 € X4 2-a-2 dis-
tintos de forma arbitraria. A partir dai vamos argu-
mentar indutivamente: seja n com 5 < n < w tal que
{(xq | @ < n) é uma sequéncia injetora ja construida;
se n < A, aplicando a hipétese de indu¢dao vamos ob-
ter o elemento x,.

Considere C,, = {x, | @ < n}, a imagem da sequéncia
(xq | @ < n). Note que dado um subconjunto U de C,
vale que U é um elemento de Z(X), donde podemos
nos perguntar o que acontece com f(U).

Afirmamos que existe pelo menos um subconjunto U
de C,, tal que f(U) nao pertence a C,, x Cy,, que é sub-
conjunto de X?. Com efeito, esta afirmacgdo é uma
mera aplicacdo do bastante conhecido Principio da
Casa dos Pombos.

Suponha que nao valesse a afirmacao. Nesse caso,
como sabemos que Z2(C,) tem 2" elementos e que
C, x C, tem n? elementos (e n > 5 implica 2" > n?),
estamos numa situacdo na qual “temos mais pombos
do que casas”, isto €, existiriam dois subconjuntos U e
U’ de C, distintos tais que f(U) = f(U’), o que con-
tradiz a assuncdo de f ser injetiva.

Assim, concluimos que existe pelo menos um U € C,,
com f(U) ¢ C, x Cp. Além disso, temos que este U
pode ser tomado de forma ndo arbitraria: para isso,
dado que o conjunto dos subconjuntos finitos de w
é um conjunto infinito enumerdvel, podemos tomar
uma Gnica vez uma enumeragdo sobre este conjunto
e a partir dai induzir uma boa ordem natural em cada
um dos conjuntos 2 (C,) identificando cada subcon-
junto de C, pelo conjunto dos indices de seus ele-
mentos, 0os quais constitutem uma boa ordem pela
enumeracao fixada anteriormente{ﬁ

12Em particular, o nosso argumento indutivo pode ser, na ver-
dade, tornado recursivo — no sentido de que existe, essencial-
mente, um algoritmo recursivo bem definido para a construcao
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Com isso, conseguimos fixar construtivamente um
U < C, tal que f(U) é elemento do conjunto
X x X\ Cp x Cy, 0 que garante que alguma das duas
coordenadas de f(U) ndo pertence a C,, de modo que
podemos tomar essa coordenada como nosso pro-

ximo elemento da sequéncia que queremos definir.

Formalmente, definimos x,, = nl( f (U)) caso valha
que nl(f(U)) ndo pertence a Cy, € X, = ng(f(U))
no caso contrdrio. Assim, é claro que x, estd bem
definido e é um elemento de X que ndo pertence a
C,, de modo que a sequéncia <xo, .oy Xp—1,Xp) é, por-
tanto, injetora.

Caso o conjunto X seja finito, temos que X é clara-
mente bem ordenado, e |X| é um ndmero natural,
donde A é simplesmente |X|+ 1, e o argumento an-
terior € suficiente para provar o teorema.

Por outro lado, caso X ndo seja finito temos que A
é um cardinal infinito, donde A > w, e o argumento
acima mostra que podemos construir uma sequéncia
{(xq | @ < w) de elementos de X que € injetora.

Agora, se por acaso w < A, ainda devemos mostrar
como expandir esta sequéncia. Para isso, vamos utili-
zar um argumento similar ao anteriormente feito:

* Seja w < B < A tal que (x4 | @ < B) é uma sequén-
cia injetora de elementos de X ja construida, e faca
Cp = {xq | @ < B}, como antes;

* Agora, considere a bijecdo can()nicﬂ fp: B—BxpP
que é obtida usando-se as poténcias ordinais de w
(“Forma Normal de Cantor"), e também uma bije-
¢do Fg: Cg — Cg x Cpg naturalmente induzida por

Ip

e Como antes, queremos determinar canonicamente
um subconjunto U de Cg tal que f(U) nao per-
tence a Cg x Cg e aplicar o mesmo argumento
anterior para determinar o préximo elemento da
sequéncia;

e Como f é funcdo injetiva de Z(X) em X x X, pode-
mos definir uma fung@o hg que se comporta como
uma espécie de inversa de f restrita a Cg x Cp: for-
malmente, definimos hg: Cg x Cg — 22(X) tal que
dado (a,b) em Cg x Cg, vale que h({a,b)) é igual
a f~'({a b)) se {a,b) pertence a imagem de f, e
h({a,b)) = & caso contrario;

dessa sequéncia.

13Essa bijecdo canonica [p € bastante menos conhecida do que
aquela existente entre um cardinal x e seu quadrado x x k¥ (dado
que esta tltima estad presente na maioria dos livros-texto). O lei-
tor mais curioso poderd encontrar uma descri¢do de sua constru-
¢d0 no blog de Andrés Caicedo ([II).
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* Note que hg({a,b)) =Jf'[{{a, b)} nim(f)];

* Com isso, podemos definir g := hﬁoFﬁ como a com-
posicao que sai de Cg S X e vai para 22(X), que as-
socia cada elemento x, € Cg da sequéncia ja cons-
truida em um g(x,) € 2(X), subconjunto de X.

* Definamos agora o subconjunto U de Cg cons-
tituido dos elementos x, que ndo pertencem a

g(xq), isto é, U= {xq € Cp | xa ¢ g(xa)};

e Utilizando um tipo de argumento bastante similar
ao argumento diagonal de Cantor, temos que U ndo
pertence a imagem da funcdo g: com efeito, se U
pertencesse a imagem de g entdo existiria um x,
em Cg tal que g(x,) = U, mas dai x, € U impli-
caria pela definicao de U que xy ¢ g(x,) = U, en-
quanto x, ¢ U implicaria pela definicdo de U que
xy € g(xy) = U, o que é absurdo;

* Dito isso, afirmamos que este subconjunto de Cg
satisfaz o desejado, isto é, que f(U) nao pertence
a Cp x Cg: com efeito, se nao fosse este o caso, te-
riamos que existe um elemento x5 em Cg tal que
Fg(x5) = f(U), pois foi estabelecido que Fg é uma
bijecao entre Cg e Cg x Cg;

e Como x5 pertence ao dominio da func¢do g, pode-
mos calcular g(xs), donde

g(xs) = (hpoFp) (x5) = hp(Fp(x)) = hp(f(U)) = U,

onde esta ultima igualdade € vélida devido a hg se
comportar como a inversa de f para elementos da
imagem desta funcao;

* Da equagdo acima segue que U pertenceria a ima-
gem de g, contradizendo a conclusao, obtida via ar-
gumento diagonal, de que U ndo pode pertencer a
imagem de g;

e Com isso, conseguimos apontar construtivamente
um subconjunto U de Cg tal que f(U) nao per-
tence a Cﬁ X Cﬁ, e exatamente como no caso finito,
construimos xg ndo pertencente a Cg, de modo que
a sequéncia {(xq | @ < ) é injetora.

Utilizando este tltimo argumento como passo indu-
tivo em uma indugdo sobre o cardinal A temos que
existe uma sequéncia (x4 | @ < 1) de elementos de X
que é injetora.

Esta construcdo, como explicado no comeco, é uma
contradicdo com A ser o nimero de Hartogs de X,
o que implica que tal ndo pode ser feita, donde ndo
existe funcdo de 22(X) em X? injetiva, e o teorema
estd finalmente demonstrado. O
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Superada esta demonstracdo, vejamos um corolério
rapido que serd diretamente utilizado para demons-
trar o resultado principal. Para auxiliar a sua demons-
tracdo, vamos definir a Unido Disjunta de dois con-
juntos A e B pondo

A®B:=(Ax{0}) U (Bx{1}).

(ZF) Corolario do Teorema de Specker

Se X é um conjunto infinito e n é um niimero
natural qualquer, entdo n x X é estritamente
dominado por 2(X), isto é, n x X < 2(X).

Note que o resultado é imediato se n = 0, pois o pro-
duto cartesiano de n com X seria o conjunto vazio;
além disso, se n = 1, estaremos diante do Teorema de
Cantor, e o resultado é imediatamente verdadeiro. As-
sim, podemos assumir que n é maior ou igual a 2. Na
verdade, para nosso objetivo final o caso que impor-
tard serd precisamente n = 2.

Demonstracao: Como X é um conjunto infinito e n
é um numero natural (maior ou igual a 2), podemos
fixar um subconjunto Y de X com Y equipotente a n,
e escrever Y = {y; | j <n}.

Definindo Z := X \ Y, temos que Z é um conjunto
infinito, e que n x X é a unido disjunta entre n x Z e
nxy.

Devido a isso, temos que n x X é equipotente a
((nx Z)®n?), pois a fungdo que leva (i,z) e n x Z
em (i,z,0) e (i,y;)enxY em ((i,j),1) claramente é
bijetiva.

Por outro lado, como n2 < Z, e para todo n > 2 vale
que n < 2", temos que ((n x Z)@®n?) é dominado
por (2" x Z)@ Z, que por sua vez é dominado por
(2"141)x Z.

Como este tltimo é dominado por 2" x Z concluimos
que n x X < 2" x Z. Além disso, temos que 2" x Z é
equipotente a "2 x Z (pois a quantidade de funcoes
de n em 2 coincide com o tamanho do conjunto das
partes de n, que € igual a 2"), que por sua vez é equi-
potentea Y2 x Z.

Como pelo teorema de Cantor vale Z < 2(Z) ~ Zy,
temos que Y2 x Z é dominado por Y2 x 42, que por
sua vez é equipotente a ¥ V%2, pois Y e Z sdo disjun-
tos.

Mas Y“#2 é igual a X2, que é equipotente a 2 (X).
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Concluimos assim que:

nxX

/N
)
3
X
N

/NI
~
Do
X
N
[\

Il
B
S

Portanto, vale que n x X é dominado por 2(X). Con-
tudo, se valesse a dominacdo reversa, teriamos que
P(X)<nxX<XxX = X? contradizendo o Teo-
rema de Specker.

Com isso segue que n x X < 2(X) e que, portanto,
nxX%2(X). O

Finalmente chegamos ao resultado desejado.

(ZF) Teorema de Sierpinski

A Hipétese Generalizada do Continuo implica
0 Axioma da Escolha:

GCH — AC
——
(%)

Recordamos que para esta prova em ZF estamos iden-
tificando GCH com seu enunciado dado por (*)E e
que em ZF também vale que o Axioma da Escolha é
equivalente a sua mais conhecida forma cardinal —
que é aquela devida a Tarski e dada por “para todo
conjunto infinito X vale que X? é equipotente a X".
Nesta demonstracdo vamos implicar esta ultima as-
sercao.

Demonstracdo: Seja X um conjunto infinito. Assim, é
imediato que X é dominado por 2 x X; pelo corolario
anterior vale que 2 x X é estritamente dominado por
P (X), ou seja, vale que:

X<2x X<P(X).

Como estamos assumindo (), esta expressdo implica
que X tem que ser equipotente a 2 X X.

Por outro lado, vale pelo teorema de Cantor que X?
é dominado por (2(X ))2, que por sua vez é equipo-

tente a (XZ)Z, que também é equipotente a 2 (XZ).

Xo\ 4 .
Como 2( 2) é equipotente a 2*X2, e acabamos de
mostrar que 2 x X é equipotente a X, concluimos que:

14«para quaisquer X e Y infinitos, X < Y < PX)=X~rY
ouY~PX)."
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() < (2(0)°
~ (Y
~ Z(XZ)
~ 2><X2
r XD

P(X),

donde segue que X2 é dominado por 2(X). Como
pelo Teorema de Specker vale que 2(X) £ X2, con-
cluimos que X? < 2(X).

Por fim, temos que X < X? < 2 (X), donde nova-
mente por () vale que X ~ X?, como queriamos
mostrar. O

Notas e Sugestoes

Conforme ja comentado, as demonstracdes combi-
natérias (de Sierpinski e de Specker) para o resul-
tado principal deste artigo valem-se diretamente, e de
forma crucial, da equivaléncia de AC na forma car-
dinal devida a Tarski (“Para todo conjunto X infinito
vale que X?~ X”). No que segue, apresentamos ao
leitor mais interessado um roteiro de exercicios gui-
ados os quais, quando combinados, consistem em
uma prova da equivaléncia dessa asser¢cdo com o Axi-
oma da Escolha.

Para este “sprint final", seguimos os passos da refe-
réncia [3]. Lembre-se que, como estamos querendo
ao final mostrar uma equivaléncia para o Axioma da
Escolha, no que segue nés ndo podemos usar o Axi-
oma da Escolha em nenhuma passagem, ou seja, 0s
seguintes exercicios guiados devem ser realizados em
ZF.

Iniciamos com um exercicio que da mais trabalho do
que aparenta a principio!

Exercicio 0. Se A e B sdo conjuntos disjuntos, ambos
possuindo mais do que um elemento, entao

AUB<XAXB.

(Sugestao: Siga o seguinte roteiro:

e Convenca-se que a hipétese de que ambos A, B
possuem mais do que um elemento ndo pode ser
descartadal!!

Dica: Noteque 1+11.1....

* Ache o erro na seguinte demonstracao (note com
certeza essa demonstracao a seguir estd errada
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porque a essa altura vocé ja exibiu um contra-
exemplo conforme sugerido no comeco do ro-
teiro, que estd logo acima, porém acreditamos
ser salutar que vocé identifique exatamente onde
estd o erro):

Faro(?): “Se A e B sdo conjuntos disjuntos ndo-
vazios, entdo vale que AUB << Ax B."

Demonstragdo(?): “Fixe x em Ae y em B.

Defina ¢: AU B — A x B pondo, para cada ele-
mento t€ AU B,

(1) = {(t,y) seteA;e
b= {x,t) caso contrério.

Ent3o, ¢ é injetora."

Procure desenhar o que essa ¢ faz. Ela realmente
parece ser injetora, ndo é? Mas qual é o problema
dela, o qual acarreta que na verdade ela ndo éin-
jetora?

e Para facilitar a defini¢do da funcao realmente in-
jetora que vai ser construida, vocé pode supor
s.p.g. que seus conjuntos disjuntos sdo da forma
Ax {0} e B x {1} (certo? Ou seja, podemos to-
mar quaisquer dois conjuntos A, B, ambos com
mais do que um elemento, e considerar cépias
disjuntas deles na hora de definir a funcao e ar-
gumentar sobre a injetividade).

* Agora, fixe x # y em A e z # w em B. Verifique
que a ¢ definida a seguir,

p: (Ax{0})u(Bx{1})—>AxB

resolve o problema da tentativa frustrada e é, de
fato, injetora. E instrutivo, novamente, fazer um
desenho para entender como essa funcado usa o
fato de termos dois elementos em cada um dos
conjuntos, na hora em que vamos defini-la, e em
como ela “dribla o problema" da tentativa frus-
trada.

(t,2)
(t,w)
(x,8)
3%

sei=0et#ux;
sei=0et=ux;
sei=let#ze
sei=let=z.

p((t,0)) =

e Finalmente, conclua o desejado!!!)

Exercicio 1. (Este é facil! E é uma versdo cardinal de
um produto notdvel!) Voltando a usar a notagdo da
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unido disjunta @, mostre que, para quaisquer conjun-
tos A e B, vale que

(A®B)*~ A’®(2x Ax B)®B>.

Exercicio 2. Prove o seguinte:

Lema. Sejam A e B conjuntos, e suponha que B possa
ser bem-ordenado. Nessas condicdes, se AOB ~ Ax B
entdo A< BouB<A.

Sugestdo: Fixe inicialmente uma funcdo bijetiva
f: A®B — Ax B euma boa ordem < sobre B. A par-
tir de agora daremos algumas indicacdes do que deve
ser feito, mas as conclusdes ficardo a cargo do leitor!!!

Pois bem: divida a demonstracdo em 2 casos:
Caso 1. Existe a € A tal que (a,b) € f[A x {0}] para
todo be B.

(Graficamente: “Existe uma coluna do produto carte-
siano inteiramente contida na imagem de A x {0}".)

Neste caso temos
B~ {(a,b):beB}c....

e neste caso teremos ... <...

Caso 2. Suponha que ndo vale o Caso 1. Neste caso, 0
conjunto X, ={be B:(a,b)e f[Bx{1}]} é nao-vazio
para todo a€ A.

(Graficamente: “Toda coluna intersecta a imagem de
B x {1}")

Como, por hipétese, B é bem ordenado por <, use a
boa ordem para definir g: A — B, pondo g(a) = ...
(lembre-se do que significa B estar bem ordenado!).
Segue agora que

A~{(a,g(a)):acA}c...
e neste caso teremos ... <...)

Exercicio 3. (Surpreendentemente 6bvio, se vocé se
lembra da principal propriedade da funcao de Har-
togs! E que todo subconjunto de um conjunto bem or-
denado pode ser bem ordenado ...) Prove o seguinte:

Coroléario do Lema do Exercicio 2. Seja A um con-
junto infinito qualquer. Se vale que

A®H(A)~ Ax H(A)

entdo A pode ser bem-ordenado.

Exercicio 4. Prove o
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Fluxo Légico do Teorema de Tarski

(Esbogo da prova (2)= (1))

Hipotese: Para todo conjunto infi-
nito X, vale a equipoténcia X? ~ X.

Y
Usando a hipétese e os Exercicios
0 e 1, prova-se que para qual-
quer conjunto infinito A, vale a
relacio: A@ H(A) ~ Ax H(A).

Y
Pelo Exercicio 3 (Corolario do
Lema), a relacdo acima im-
plica que todo conjunto infinito
A pode ser bem-ordenado.

Y
O Teorema da Boa Ordenagdo (todo
conjunto pode ser bem-ordenado)
é classicamente equivalente ao
Axioma da Escolha (AC).

Figura 3: Fluxograma ilustrando o caminho légico
da prova do Teorema de Tarski. A figura demonstra
como a hipétese de que X? ~ X para todo conjunto
infinito X leva, através de passos intermediérios, a va-
lidade do Axioma da Escolha (AC).

Teorema de Tarski. Sdo equivalentes, em ZF:

(1) AC.

(2) Para todo conjunto infinito X vale que X? ~ X.
(Sugestao: Siga o seguinte roteiro:

* Conforme ja comentado, (1) implica (2) é imedi-
ato, pelo fato de x ~ k2 ser valido para todo car-
dinal infinito x em ZF, e, sob AC, qualquer con-
junto infinito X vai ter sua cardinalidade defi-
nida da maneira usual, e a partir dai é s6 transfe-
rir propriedades combinatérias da cardinalidade
do conjunto para o préprio conjunto (dado que,
sob a definicdo usual, o conjunto e sua cardina-
lidade sdo equipotentes!).

* Pois bem! Assumamos (2). Afirmamos que vale
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WO, ou seja, que todo conjunto pode ser bem or-
denado! O que nos é suficiente, dado que WO é
uma das mais conhecidas equivaléncias de AC.

* Note que todo conjunto finito pode ser bem or-
denado trivialmente (por qué?), assim o que te-
mos que verificar é que todo conjunto infinito
pode ser bem ordenado.

* Seja entdo X um conjunto infinito.

* Note que, pelo Exercicio 3, é suficiente mostrar
que vale
X®H(X)~Xx H(X)

— certo?

* Porém, temos por hipétese que

X@HX)~ (X@H(X))?

— certo?

* Aplicando o Exercicio 1 com sabedoria, vocé
agora pode afirmar que

X x H(X)< X®H(X)

— certo?

* No entanto, o Exercicio 0 nos garante que

X®H(X)< X x H(X)

— certo?

e Com isso, vocé pode concluir (com uma tltima
participacdo do nosso querido “Teorema de Sao
Bernardo do Campo"...) que, dado o Exercicio
3, o seu conjunto infinito X pode ser bem or-
denado - o que conclui a demonstracao do Te-
orema de Tarski.

Conclusao

Os autores se colocam a disposicdo dos leitores para
dirimir quaisquer davidas que permanecam apds a
leitura deste artigo, bem como em quaisquer ques-
toes outras que sejam relacionadas a Teoria dos Con-
juntos.

Encerramos este artigo agradecendo aos colegas da
Revista de Matemadtica Hipatia pela oportunidade
(em particular, ao(a) andénimo(a) revisor(a), pela lei-
tura cuidadosa do manuscrito), aos leitores por terem
investido o seu tempo em nosso trabalho, e convi-
dando todos a estudar essa belissima disciplina que é
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a Teoria dos Conjuntos — lembrando que no Instituto
de Matemdtica e Estatistica da Universidade Federal
da Bahia temos um Grupo de Pesquisa em Légica do
qual a Teoria dos Conjuntos é uma das linhas de in-
vestigacdo ativas, ou seja, ndo é necessdrio (e nem
verdadeiro) pensar que a Teoria dos Conjuntos “per-
tence ao Museu da Histéria da Matematica", mas sim
que é uma area de pesquisa viva e muito apaixonante.
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Samuel Gomes da Silva nasceu e cres-
ceu em Pirituba (periferia de Sao
Paulo), participou do movimento es-
tudantil secundarista logo apés o fi-
nal do regime militar e teve formacao
em Matemadtica no IME/USP (licenciatura noturno
na graduacao, depois mestrado e doutorado, tendo
concluido o doutoramento em 2004). Atualmente é
professor titular no Departamento de Matemdtica da
UFBA, onde ingressou em 2006. Antes de concluir
sua graduacdo foi monitor de matemadtica na Esta-
¢do Ciéncia (museu paulista de ciéncias, ligado a USP,
atualmente fechado) e antes de concluir seu mes-
trado foi professor na rede publica do Estado de Sao
Paulo, com destaque para o periodo em que lecio-
nou no CEFAM Experimental da Lapa. Feliz proprie-
tadrio de um Gol 90 branco quadrado. Légico, to-
poélogo e teorista de conjuntos. Pds-doutorados em
Morelia, México (onde conheceu sua esposa Consu-
elo) e em Barcelona, Catalunha. Hoje se considera
paulista, baiano, mexicano e catalao, ndo necessari-
amente nessa ordem (mas num quadrangular entre
Corinthians, Bahia, Pumas e Barcelona, ainda torce-
ria para o Corinthians). Membro de vérias diretorias
da Sociedade Brasileira de Léogica desde 2011, sendo
atualmente 20. Vice Presidente. Foi coordenador da
Comissdo Organizadora do XX Encontro Brasileiro de
Légica, realizado em Salvador em 2022.

Nascido na seca cidade de Caculé, no
sertdo da Bahia, Diego Lima Bomfim
peregrinou por considerdvel parte do
Estado: fez o ensino médio e técnico
na fria Vitéria da Conquista, formou-
se em Matemadtica na calorosa Sdo
Salvador — onde também concluiu o
mestrado e iniciou o doutorado — e é, desde 2024,
professor efetivo do Instituto Federal de Educacao,
Ciéncia e Tecnologia da Bahia (IFBA), na chuvosa ci-
dade de Valenca. Medalhista da OBMEP na juven-
tude, tornou-se pai no mesmo ano em que assumiu o
cargo de professor e agora se divide entre equacoes e
as traquinagens de Vinicius, um menino sapeca, cu-
rioso, cheio de energia e imaginagdo — tipico de um
episédio de Os Anjinhos. Flamenguista de coracao e
fa de esportes em geral, acredita que a matemaética,
assim como o futebol, é melhor quando comparti-
lhada.
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