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TECNICA
Acaso e Certezas: A Versatilidade

do Método Probabilistico
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Carlos Augusto D. Ribeiro, Daniel Vitor C. Vieira e Joice M. Brito

Introducao

O Método Probabilistico trouxe um novo sopro de cri-
atividade para a Matematica 14 pelos anos 50, gra-
cas a visdo inovadora dos matemadticos hingaros Paul
Erdds e Alfréd Rényi. Eles, meio que cansados das
longas e complexas demonstracdes do jeito tradicio-
nal, especialmente em dreas como teoria dos nime-
ros e combinatodria, decidiram que era hora de algo
diferente. E assim, mergulharam no mundo das pro-
babilidades e estatisticas para dar vida a suas ideias.

Erd6s e Rényi foram verdadeiros desbravadores,
abracando a aleatoriedade de sistemas complexos de
uma maneira totalmente nova. Em vez de seguir o ro-
teiro tradicional passo a passo, eles jogaram com dis-
tribui¢des de probabilidade e aplicaram teoremas po-
derosos, como o do Limite Central, para tirar conclu-
soes elegantes mesmo quando tudo parecia incerto.

O coragdo do método é bastante direto: primeiro,
modelar o problema de maneira probabilistica, de-
pois mostrar que a propriedade que estamos de
olho tem uma chance real de acontecer e, por fim,
usar desigualdades famosas, como as de Markov ou
Chebyshev, para provar que essa propriedade real-
mente vem a tona conforme o sistema cresce.

Essa abordagem acabou sendo um verdadeiro
achado, ajudando a desvendar problemas antes vis-
tos como impossiveis em vdrias areas, desde a teoria
dos ntmeros até a bioinformaética, passando pela fi-
sica estatistica. Por exemplo, Erdds e Rényi usaram
essa técnica para descobrir grafos com caracteristicas
que muitos achavam que s6 existiam na imaginacao.
Rényi, por sua vez, aplicou esse método para solucio-
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nar um dilema sobre ntimeros primos que estava sem
resposta hd mais de meio século.

O sucesso do Método Probabilistico ndo sé abriu
portas para novos campos de estudo, como a com-
binatéria probabilistica e a teoria dos nimeros anali-
tica, mas também motivou uma nova geracao de ma-
temaéticos a seguir explorando. Um exemplo é Endre
Szemerédi, que levou as ideias ainda mais longe, re-
solvendo problemas complexos em teoria dos grafos
e aritmética.

Apesar de ter sido um pouco controverso no inicio,
hoje o Método Probabilistico é considerado funda-
mental na matemaética contemporanea, continuando
a desvendar padroes misteriosos e a estabelecer co-
nexdes surpreendentes por todo o universo matema-
tico. Devido a sua versatilidade, hoje vemos o Método
Probabilistico ser usado, de maneira direta ou indi-
reta, em areas como:

* Teoria dos Niimeros: O método probabilistico
tem sido muito empregado para demonstrar a
existéncia de padroes em propriedades aparen-
temente aleatérias de nimeros primos, como na
estimativa da distribuicdo de primos feita por
Rényi em 1958.

* Combinatéria: Permite provar a existéncia de
certas configuracdes combinatérias como em-
parelhamentos perfeitos, ciclos hamiltonianos, e
resolucao de identidades envolvendo coeficien-
tes binomiais. Foi crucial para estabelecer novos
resultados em teoria extremal de grafos.

* Teoria dos Grafos: Ideal para estudar proprie-
dades de grafos aleatérios e probabilisticos. Uti-
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lizado para provar bounds em pardmetros como
independéncia, conectividade, coloracao e em-
pacotamento de arestas/vértices.

e Otimizacdao Combinatéria: Técnicas probabilis-
ticas fornecem algoritmos randémicos e aproxi-
mados para problemas NP-dificeis de escalona-
mento, empacotamento, matching e coloring.

* Processos Estocasticos: O método probabilistico
se aplica no estudo de cadeias de Markov, mo-
vimento Browniano, processos de ramificacdo e
percolacao.

* Inferéncia Estatistica: Estimativas de parame-
tros e testes de hipdteses frequentemente envol-
vem modelagem probabilistica. Técnicas como
bootstrap e Markov Chain Monte Carlo empre-
gam raciocinio semelhante.

E é esse o objetivo desse artigo: nos lembrar que a
Matemadtica ndo é s6 sobre encontrar respostas defi-
nitivas, mas também sobre explorar as possibilidades
e usar a incerteza para demonstrar certezas. E uma
licdo sobre como, as vezes, aceitar que nao sabemos
tudo pode ser exatamente o que precisamos para des-
cobrir algo novo, qualquer que seja a area.

O funcionamento do Método Probabi-
listico

Como mencionamos na introducdo, a beleza do Mé-
todo Probabilistico reside em sua simplicidade: se
uma propriedade tem uma probabilidade ndo nula de
ocorrer, entdo essa propriedade existe em algum caso
concreto. Isso é uma maneira elegante de afirmar a
existéncia de certas configuracoes sem a necessidade
de construi-las passo a passo.

O raciocinio é direto: se a chance de um evento A
acontecer é maior que zero, entdo A tem que se mani-
festar em algum momento dentro do nosso universo
de possibilidades. Demonstrando que P(A) > 0, con-
firmamos a existéncia de A em alguma instancia es-
pecifica.

O Método Probabilistico, entdao, se desdobra nos
passos a seguir:

* Modelar o problema de forma probabilistica,
designando distribuicdes de probabilidade aos
componentes do problema.

* Escolher um evento A ligado a caracteristica que
queremos demonstrar.
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e Calcular a probabilidade P(A), geralmente pro-
curando estabelecer um limite inferior.

* Provar que P(A) > 0, muitas vezes recorrendo a
desigualdades, como a de Markov.

¢ Concluir que, devido a P(A) > 0, A precisa existir
em alguma realizacdo deterministica.

Nos exemplos que traremos nas préximas secoes,
vocé vai ver essa logica em acdo, ilustrando a apli-
cabilidade e a eficicia do Método. O artigo se di-
vide entdo em seis se¢des principais: Pré-requisitos
de Probabilidade, Aplicagbes em Teoria dos Nume-
ros, Combinatoria, Teoria dos Grafos, Algebra, e Geo-
metria. Todos os problemas discutidos sdo acessiveis
para estudantes envolvidos em olimpiadas de Mate-
matica do ensino médio. Entdo, vamos explorar jun-
tos essas ideias fascinantes!

Um pouco de Probabilidade

Um espaco amostral Q) é o conjunto de todos os re-
sultados possiveis de um experimento aleatério. Por
exemplo, ao lancar uma moeda, temos Q = {cara, co-
roa}. Este espaco pode ser finito, infinito ou enu-
merdvel, dependendo do ntimero de resultados pos-
siveis.

A nocao de espaco amostral é crucial para definir a
possibilidade de um evento. Um evento é dito possi-
vel se puder ocorrer dentro dos resultados do espaco
amostral. Por exemplo, “obter cara” é possivel ao lan-
c¢ar uma moeda, mas “obter dois” ndo €, ja que ndo
estd contido no espaco amostral definido.

Para um espago amostral finito Q com n elemen-
tos, a probabilidade é uma funcdo P:Q — [0,1] que
atribui a cada resultado w € Q um ntimero real P(w),
satisfazendo as seguintes condicdes:

1. P(w) =0, para todo w € Q.
2. Y peaPlw)=1.

Isso indica que as probabilidades sdo nao-
negativas e a soma das probabilidades de todos os
resultados possiveis é igual a 1.

Em espacos amostrais infinitos, a probabilidade
é associada a subconjuntos de Q através de uma
medida probabilistica i, que é uma funcao satisfa-
zendo:

1. u(g)=0.

2. Se A< B, entdo u(A) < u(B) (monotonia).
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3. Se Aj,Ap,... sdo conjuntos disjuntos, entdo
uwUA;) =3 u(A;) (aditividade contavel).

4. w@)=1.

Portanto, u(A) para um subconjunto A < Q pode
ser interpretado como a probabilidade P(A) desse
evento.

Dentro deste contexto, introduzimos conceitos
como probabilidade condicional e varidveis aleat6-
rias. A probabilidade condicional de um evento A
dado outro evento B com P(B) > 0 é expressa como
P(AB) =L ;‘?gf), representando a probabilidade de A
ocorrer sob a condicao de B.

Uma variéavel aleatéria é uma funcdo que associa
um valor numérico a cada resultado de um experi-
mento aleatério, mapeando os resultados de Q para
numeros reais. Varidveis aleatérias podem ser discre-
tas ou continuas, dependendo do tipo de Q.

A funcao de distribuicdo ou funcdo de distribui-
cdo acumulada (FDA) de uma varidvel aleatéria X,
Fx(x) = P(X < x), descreve a probabilidade de X as-
sumir um valor menor ou igual a x. Esta funcao é
fundamental para entender a distribuicao de proba-
bilidades de varidveis aleatérias, aplicavel em diversas
distribuicdes como a Uniforme, Normal, Exponencial,
entre outras.

O valor esperado E[ X] representa a média ou o “va-
lor médio” de uma varidvel aleatéria X. Para varidveis

aleatorias discretas, ele é calculado como:

EX]=) xP(X =x).

O valor esperado pondera cada resultado possivel
de X pelo seu peso probabilistico. Por exemplo, o va-
lor esperado ao lancar um dado € 3.5, calculado como
a média ponderada de todos os resultados possiveis.

O valor esperado permite resumir o comporta-
mento de uma varidvel aleatéria em um Unico nu-
mero, apresentando propriedades importantes como:

1. Linearidade: E[X + Y] = E[X] + E[Y]

2. Multiplicacao por constante: E[cX] = cE[X] para
qualquer constante c.

3. Propriedade de nao-negatividade: Se E[X] = a,
entdo P(X = a) > 0.

A variincia, definida como Var[X] = E[(X —E[X])?],
mede a dispersdo dos valores de X em torno de E[X].
Uma alta varidncia indica que os valores de X es-
tdo espalhados longe da média, enquanto uma baixa
varidncia mostra que estdo concentrados préximos a
média.

Propriedades da variancia incluem:
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1. Var[cX] = ¢?Var[X] para qualquer constante c.

2. Var[X + Y] = Var[X] + Var[Y] se X e Y sdo inde-
pendentes.

3. Var[X] =0, com igualdade somente se X é cons-
tante quase certamente.

A covariancia Cov[X,Y] mede a dependéncia li-
near entre X e Y, com as propriedades:

1. Cov[X, Y] =CovlY, X].
2. Cov[X,Y]=0se X e Y sdo independentes.
3. Cov[X, X] =Var[X].

Finalmente, as desigualdades de Markov e
Chebyshev sao ferramentas essenciais:

1. Desigualdade de Markov: Para X = 0, P(X =
M) < % para todo M > 0.

2. Desigualdade de Chebyshev: Para X com média
p e variancia o2, P(IX -yl = ko) < 75 para qual-
quer k> 0.

Agora vamos partir para as aplicagoes, comecando
pela Teoria dos Numeros, e sendo o mais objetivo
possivel a fim de ndo tornar a leitura desse artigo
massante.

Método Probabilistico e Teoria dos Nu-
meros

Consideremos v(n) como a quantidade de diviso-
res primos distintos p que sdo divisores de n. Um
resultado notdvel afirma que a maioria esmagadora
dos nimeros n possui um nimero de fatores primos
muito préximo a Inln 7. Esse resultado, originalmente
complexo, foi inicialmente demonstrado por Hardy e
Ramanujan em 1920. No entanto, uma prova nota-
velmente simples foi apresentada por Turdn em 1934,
uma prova que desempenhou um papel crucial no
avanco dos métodos probabilisticos na teoria dos nu-
meros.

Teorema. Seja w(n) — oo arbitrariamente devagar.
Entédo o numerode x em 1,...,n tal que

[v(x)=Inlnn| >wn)Vinlnn
éo(n).
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Demonstragdo. Seja x um inteiro escolhido unifor-
memente ao acaso em 1,...,n. Para cada primo p,
definimos a variavel aleatéria:

Xp=

1, seplx,
0, caso contrario.

Seja M=n''"e X = > X}, a soma sobre todos os pri-
mos p < M. Como nenhum x < n pode ter mais de 10
divisores primos maiores que M, temos:

v(ix)—10< X <v(x).

Logo, grandes desvios em X implicam em desvios as-
sintoticamente similares em v(x). Agora, por lineari-
dade do valor esperado:

ElX]1= ) E[Xpl= ) lJro(l)zlnlmw o),
p=M psMp n

onde usamos a féormula assintdtica bem conhecida
para soma de inversos de primos. Similarmente,
pode-se mostrar que:

Var[X] =Inlnn+ O(1).
De fato, para isso, basta usar que

Var[X] = ) Var[X,]+ Y Cov[Xp, X4l
p=M p#4q

Como Var[Xp] =(1/p)1-1/p)+0O(1/n),

Y Var[X,] = ( > l) +0(1) =Inlnn+0Q).
p<M p=M P

Com p, g primos distintos, X, X; = 1 se e somente se
plx e glx, o que ocorre se e somente se pqglx. Por-
tanto,

Cov[Xp, X4] = E[Xp X4l - E[X,]E[X]
[n/pql [n/p](nl/q]
n n n

1 (1 1)(1 1)
S__ —_— —_——
pq \p nj\qg n

1(1 1)
<—|[=+=].
ni\p ¢q

Assim,
1 1 1 2M 1
Y CovlXp, Xgl<— ). (_ + _) <=y —.
p#q npzqg\P 4 n p

Dai,

Y CovlX,, X4l < O0(n™Inlnn) = 0(1).
p#q
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E da mesma forma,

)" CovlXp, X41 = —0(1).

p#q
Por fim, a desigualdade de Chebyshev entdo implica
que:

1
P [IX—lnlnnI > AVinlnn| < Z +0(1).

Como |X —v| =10, o mesmo vale para v(x), comple-
tando a prova. O

Na Teoria dos Nimeros, os conjuntos livres de so-
mas sdo particularmente intrigantes. Eles sdo defini-
dos de tal maneira que nenhum de seus elementos
pode ser obtido pela soma de outros elementos dis-
tintos presentes no conjunto. A exploracdo da exis-
téncia desses subconjuntos dentro de conjuntos mai-
ores nos permite desvendar aspectos fundamentais
da composic¢do aditiva dos ntmeros. O teorema apre-
sentado a seguir mergulha nessa questdo, destacando
a relevancia desses conjuntos na compreensao das
propriedades numéricas:

Teorema. Seja A <N um conjunto com n elementos.
Entdo existe B < A livre de somas com mais que 5 ele-
mentos.

Demonstracdo. Vamos usar aritmética modular para
introduzir permutacdes. Seja @ o maior elemento de
A e seja p > 2a um nimero primo. Dessa forma, para
a,b,ce A, temos:

a+b=cea+b=c (mod p),

0 que nos permite focar apenas na aritmética mo-
dular mod p, que é mais simples. Suponha, para
simplificar, que p = 3k +2. Considere o conjunto li-
vre de somas S = {k+1,k+2,...,2k+1} com k+1
elementos. Vamos permutar esse conjunto multipli-
cando seus elementos por algum x € Z/ pZ* escolhido
aleatoriamente, pois:

xa+xb=xc (mod p)e a+b=c (mod p).
Considere entdo a variavel aleatéria:
X(x)=|xSnA]|,

onde xS = {x(k+1),x(k+2),...,x(2k + 1)}. Podemos
escrever X =) ,ca Xq, onde:

{1, se a€ xS,
Xa:

0, caso contrdrio.

Note que E[X,] =Pla € xS] = &L > 1 poisae xS«
xlaeS. Logo, E[X] > g, e existe x tal que |xSn Al >
7. Tomando B = xSn A, obtemos o conjunto livre de

somas desejado. O
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Método Probabilistico e Combinatoéria

Considere uma familia F de subconjuntos A;, todos
de tamanho d = 2, de um conjunto finito X. Dize-
mos que F é bicolorizdvel se existe uma coloracao de
X com duas cores de forma que ambas as cores apa-
recem em cada conjunto A;. E imediato que nem
toda familia pode ser colorida dessa maneira. Como
um exemplo, tome todos os subconjuntos de tama-
nho d de um conjunto X com (2d —1) elementos. En-
tdo qualquer que seja a forma com que bicolorirmos
X, deverao existir d elementos que sdo coloridos da
mesma forma. Por outro lado, fica igualmente claro
que cada subfamilia de uma familia bicolorizavel de
conjuntos com d elementos é bicolorizavel. Dai, es-
tamos interessados no menor namero m = m(d) para
qual existe uma familia com m conjuntos que nao
seja bicolorizavel. Expressando de maneira diferente,
m(d) é o menor nimero que garante que cada familia

com menos de m(d) conjuntos é bicolorizdvel.
Teorema. Cada familia de no mdximo 247!
com d elementos é bicolorizdvel, isto é, m(d) >

conjuntos
zd—l

Demonstragdo. Suponha que F seja uma familia de
conjuntos de d elementos com no méaximo 24! con-
juntos. Colorize X aleatoriamente com duas cores,
sendo todas as coloracdes igualmente provéveis. Para
cada conjunto A pertencente a F, consideremos o
evento E4, que ocorre quando todos os elementos de
A sao coloridos da mesma forma. Dado que existem
exatamente duas possiveis coloracdes, podemos ex-
pressar essa situacdo de outra forma:

1 d-1
P(Ey) = (5) .

Dai, com m = |F| < 297!, Note também que os even-
tos E4 ndo sao adjuntos, isto €,

d-1

1

P(U EA) <Y P(Ey =m(—) <1
A€eF A€eF 2

Portanto, podemos concluir que existe alguma bico-

loragdo de X sem um conjunto unicolorido e isso é

justamente o que procurdvamos. O

Para o resultado que segue, uma familia F de sub-
conjuntos de {1,2...,n} é uma anticadeia se nenhum
conjunto em F é subconjunto de outro conjunto em
F.

Teorema. (Sperner) Mostre que o tamanho da maior
anticadeia de um conjunto com n elementos é

n
ln/2)|
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Demonstragdo. Inicialmente, vamos provar que se F é
uma anticadeia, entdo

1
gFmsl.

De fato, seja 0 uma permutacdo aleatoriamente e
uniformemente escolhida de {1,...,n} e defina o con-
junto

Co={{o():1=j=<i}:0<si=<n}.
E imediato que € C; e {1,...,n} € C;. Defina uma
variavel aleatoéria

X=|FnCqyl.
Decompondo X, obtém-se

X=) Xa
A€eF

onde X4 € a varidvel aleatéria indicadora para A € Cy;.
Entao ]
E[Xal=P[A€Cyl = (T)’
|A|
ja que C, contém precisamente um conjunto de ta-
manbho |A|, que é distribuido uniformemente entre os
conjuntos com | A| elementos. Pela linearidade da ex-
pectativa,

1
E[X]= ) =
AeF (lAl)

Para qualquer o, C; forma uma cadeia — pois cada
par de conjuntos é compardvel. Uma vez que F é
uma anticadeia, devemos ter X = |[FNCy| < 1. Assim
E[X] <1, o que conclui o que queriamos provar.

Para finalizar, basta notar que a funcao (') é ma-
ximizada em x = |n/2]. Logo, usando o fato provado
anteriormente, obtemos

1 |F|

1= ) >

AeF (|Z|) (Ln72J)

Método Probabilistico e Grafos

Um torneio em um conjunto V de n jogadores é uma
orientacdo T = (V,E) das arestas do grafo completo
no conjunto de vértices V. Assim, para cada par dis-
tinto de elementos x e y em V, ou (x, y) ou (y, x) estd
em E, mas ndo ambos. O nome “torneio” é natural,
ja que podemos pensar em V como um conjunto de
jogadores onde cada par joga uma tUnica partida, e
(x, y) estd no torneio se e somente se x derrota y. Di-
zemos que T tem a propriedade Sj se para qualquer
conjunto de k jogadores em V, existe um jogador que
derrota todos eles. Em outras palavras, dado qualquer
grupo de k jogadores, hd um que vence cada um deles
nas respectivas partidas do torneio. Assim, podemos
enunciar o seguinte.
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Teorema. Se (})(1-275)""k <1, entdo existe um tor-
neio com n vértices que possui a propriedade Sy.

Demonstragdo. Considere um torneio aleatério no
conjunto V =1{1,2,3, ..., n}. Para cada subconjunto fixo
K de tamanho k de V, seja Ax 0 evento em que ndo
existe nenhum vértice de K que venca todos os de-
mais membros do mesmo. Claramente, P(Ay) = (1 -
27%)n=k_Isso acontece porque, para cada vértice fixo
v e V- K, a probabilidade de que v nao venca todos
os membros de K é 1—27%, e todos esses n — k even-
tos, correspondentes as vdrias escolhas possiveis de
v, sdo independentes. Logo, segue que

P(V 4=

KcV

Y P(Ax) =

KcV

Z)(l _okyn—k oy,

Portanto, com probabilidade positiva, nenhum
evento de Ak ocorre, isto é, existe um torneio com n
vértices com a propriedade S. O

Facamos agora um problema tipicamente olim-
pico:
Teorema. (S/SU M179 Midterm) Dados n pontos ver-
melhos e n pontos azuis, suponha que conectemos pelo
menos n* — n+1 pares de cores opostas. Prove que po-
demos selecionar n segmentos, sem que nenhum par

compartilhe uma extremidade.

Demonstracédo. Como ha um total de n? arestas pos-
siveis, ter pelo menos n? — n+ 1 arestas significa que
praticamente todas as arestas estdo presentes. Vamos
construir um emparelhamento aleatério entre os dois
conjuntos de n vértices, independentemente da exis-
téncia real de arestas entre eles. Definimos a pontu-
acdo desse emparelhamento como o nimero de pa-
res que estdo conectados por uma aresta. Queremos
mostrar que existe algum emparelhamento com pon-
tuacdo n, que serd o emparelhamento perfeito dese-
jado.

Sejam vy,..., v, 0s n vértices a esquerda. Para cada
um, considere a variavel aleatoria:

1,
X; =
0,

A pontuacao da configuracao é dada por X = X; +---+
X;. Temos que E[X;] = w, logo

E[X] =E[X;1] +--- + E[X}]
_ grau(vy) N

S€ 0 par com v; tiver uma aresta,

caso contrario.

rau(v,)
cee + g n
n n
n?-n+1 1
=——=n-1+—.
n n
Como X assume apenas valores inteiros, existe al-
guma configuracdo com X = n. Portanto, concluimos

a demonstracao. O
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Método Probabilistico e Algebra

Os proximos dois resultados sdo conhecidos como
problemas de balanceamento de vetores e mostram
que podemos usar o método probabilistico também
na Algebra.

Teorema. Sejam vy, ...,
todo i € {1,2,...,n}. Entdo existem €, ...,
modo que:

vn € R", tal que |v;| =1 para
€n, = *1 de
leqvr + ...+ €00 <V,

e também existemey,....€;, = =1 de modo que

leqvy + ...+ € 05 = V.

Demonstragdo. Sejam ey, ...,€, € R" selecionados de
forma uniforme e independente a partir de {—1,+1}.
Defina:

X= |€1l/1+...+€nl/n|2.

Entao

M=

X= Ze,e]v, vj.

i=1j=1

Por isso,

iEleie;].

n
E(X]= Z

IIMS

Quando i # j temos E[eiej] = Ele;lE[ej] = 0, e
quando i = j temos €7 =1 e entdo E [¢7] = 1. Assim,

n
E[X]=) vi-vi=n
i-1
Portanto, existem valores especificos €j,....e, = +1

com X = n e com X < n. Tomando as raizes quadra-
das, obtemos o teorema. O

Nessa mesma ideia, temos o:

Teorema. Seja vy, ..., v, € R", com todos os |vi| < 1. Se-
jam pi, ..., pn € [0,1] arbitrdrios e defina w = py vy +...+
PnUn. Entdo existemey,...,e, €{0,1} de forma que, de-
finindov=ayvy +...+ a,vy,,

Vvn

lw—v|l<—.
2

Demonstragdo. Escolha €¢; de forma independente
com

Ple;=1]=p;, Ple;=0]=1-p;.

A escolha aleatdria de €; gera um v aleatério e uma
varidvel aleatéria

:Iw—vlz.
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Fazendo uma expansao

2

= i Zn: vi-l}j(Pi—ei) (pj_ej)’

i=1j=1

X =

n
Z (Pi —€i) Vi
i=1

dessa forma

E(X1=) > vi-vj E[(pi—edp;—e)].
i=1j=1

Para i # j,
E[(pi—€i)(pj—€j)] =E[pi—e€i] E[pj—¢;]=0.

Parai=j,

E[(pi—€)?] = pilpi— D>+ (1 - p)p: = pi(1 - pi) <

’

| =

E[(p; —€;)?] = Var[e;]. Assim,

n 9 1 n 2 n
ElX]1=) piQ-pdlvil*<=> vil><—,
izl 43 4

e a prova conclui-se como a do teorema anterior. O

Método Probabilistico e Geometria

O exemplo a seguir é uma bela aplicacdo do método
probabilistico na Geometria Plana.

Teorema. (IMO 1989) Sejam n e k inteiros positivos e
seja S um conjunto de n pontos no plano tais que:

(i) Nao existem trés pontos de S que sejam colinea-
res, e

(ii) Para qualquer ponto P de S existem pelo menos k
pontos de S equidistantes de P.

Prove que:

1
k<-+V2n.
2

Demonstragdo. Primeiro, note que a desigualdade
pedida é equivalente a:

Agora, para cada ponto P em S, construimos um cir-
culo centrado em P que contém pelo menos k pontos
de S.

Seja dp o namero de circulos que contém o ponto
P. Seja também fp o ntimero de pontos contidos no
circulo definido com centro em O, para cada ponto
O € S. Por construcao, temos que fp = k para todo
O€S.
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Como a fungdo binomial (}) é crescente para n =1
inteiro, segue que (/) = (§) para todo O € S. Logo,

=t

onde o valor esperado € sobre a escolha uniforme do
ponto O€ S.

Por outro lado, observe que qualquer par de pon-
tos compartilha no méximo 2 circulos, pois caso con-
trario teriamos 3 circulos com centros em suas bisse-
trizes perpendiculares, o que violaria as condi¢des do

O€e$S

pois o lado esquerdo conta pares de pontos compar-
tilhando algum circulo, enquanto o lado direito limita
esse valor por todos os pares possiveis.

Portanto,
(k) =t (f)
2 2

que completa a prova. O

E
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