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PROBLEMA

A Basileia e outros problemas
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Solucoes da Edicao Anterior

Problema 1. Uma malha triangular é formada pela
decomposigdo de um tridngulo equildtero de lado 5 em
52 triangulos equildteros de lado 1, como indicado na
figura. Determine o niimero de paralelogramos que
podem ser desenhados por segmentos que formam a
malha.

Solucdo (Solucdo de Zezé de Oliveira). Denotemos os
lados do triangulo pelas letras x, y e z. Qualquer para-
lelogramo na malha possui lados paralelos a dois dos
trés lados do triangulo e isso nos permite classificd-los
em trés tipos. Um paralelogramo tipo x possui lados
paralelos aos lados y e z e assim para os demais casos.
Por simetria, basta contarmos o niimero de paralelo-
gramos do tipo x, pois o resultado total serd o triplo
desse ntimero.
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lado y

lado x

Cada paralelogramo do tipo x é determinado pelas
suas projegoes nos lados do tridngulo, que possuem
comprimentos de 1 a 4. Se AB é a projegdo no lado
¥, contaremos quais os possiveis comprimentos de CD,
que é a projegdo no lado z.

i) Se AB =4, podemos ter apenas CD =1 e assim hd
1 paralelogramo possivel.

ii) Se AB =3, podemos ter apenas CD =1 ou CD =2
e assim hd
3+1=4

paralelogramos possiveis.

iii) Se AB =2, podemos ter apenas CD=1,CD =2 ou
CD =3 eassim hd

6+3+1=10
paralelogramos possiveis.

iv) Se AB =1, podemos ter apenas CD =1, CD =2,
CD =3 ouCD =4 eassim hd

10+6+3+1=20

paralelogramos possiveis.
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Portanto, hd 1+4+10+20 = 35 paralelogramos do tipo
x e assim o total de paralelogramos na malha é3-35 =
105.

Solucao alternativa para o caso geral de um trian-
gulo de lado n.

Criando uma camada extra para a malha, podemos
associar de modo tinico cada paralelogramo do tipo x
a dois segmentos disjuntos no novo lado de tamanho
n+1. Assim, o total de triangulos do tipo x é ("}°) e a

o (M+2
resposta geral é3- (", ).
Problema 2. Determine a quantidade de ntimeros re-
ais x que satisfazem a equacao:
2
25" +log, x =21,

Solucdo (Solucdo de Yure Carneiro). Por conta da
funcéo logaritmica, precisamos ter x > 0. Agora veja-
mos 0s casos:

i) Para0< x<1, temos x> <1lex*+x<x+1, de

onde
2x2+x < X+l

Além disso, log, x < 0. Portanto,

2 2
2x +Xx 2x +Xx <2x+1_

+log, x <

ii) Parax>1, temosx>>1ex?+x>x+1, de onde

2
2x +Xx > 2x+1

Além disso, log, x > 0. Portanto,

2 2
92X +x 92X +Xx > 2x+1'

+log, x >

De onde vemos que para todo 0 < x # 1, ndo temos
verificado a igualdade (1). Enquanto para x =1,
vale a igualdade

91%+1 +log,1= 2141 4 o = ol+1

De onde concluimos que existe apenas um niimero
real x para o qual é verificado a equagdo dada.
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Problema 3. Seja a um inteiro positivo tal que

1 1 1 a
l+=—+-+...+—=—.
2 3 25 25!
Encontre o resto de a na divisdo por 13.

Solucao (Solucao de Yure Carneiro). Veja que
(mod 13),

visto que as parcelas com indice j # 13 sdo tais que
13| % Agora temos

a = 1x2x---x12x14x---x25 (mod 13)
= 12!x1x2x---x12 (mod 13)
= 12!'x12!
Pelo Teorema de Wilson, como 12! = (13-1)! = -1
(mod 13), segue que
a=(-1)?>=1 (mod 13)

edair =1 éoresto de a na divisdo por 13.

Problema 4. Um hexdgono regular de lado 1 estd ins-
crito na interse¢do de duas pardbolas idénticas, mas
que estdo orientadas em diregcdes opostas, i.e., uma é
simétrica a outra em relacdo a reta que passa pelos
seus pontos de interseg¢do. Encontre a drea da regido
sombreada, ou seja, a drea que estd entre as pardbo-
las, mas que é externa ao hexdgono.

Solucao (Solucao de Yure Carneiro). Sabemos que a
distancia entre dois vertices opostos de um hexdgono
regular é igual ao dobro da medida de seu lado. Nesse
caso, essa distancia é igual a 2. Considere a situag¢do
na figura do problema e suponhamos que o vértice da
pardbola de concavidade para cima (chamada aqui
de pardbola 1) coincide com a origem do plano XY, e
a reta que une os pontos de intersecdo das pardbolas é
paralelo ao eixo X.

Por conta do hexdgono ali inscrito, o ponto (‘/7§, %)

2

estd na pardbola 1. Portanto, sendo y = ax® a equag¢do
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dessa pardbola, vamos ter % =a- (‘/75)2 = %T“, de onde
a= % Assim, y = zi é a equagdo da pardbola 1.

De onde segue que a pardbola 2 possui equagdo
2 . . ~
y=—-ax’+2= —% + 2. Além disso a intersecdo entre

2
as duas ocorre quando %~ = =2~ +2, quando 4x* = 6,

V6 f

——ex—

ou seja, x = 5

Assim, a drea da regido plana limitada pelas duas pa-
rdabolas é dada por

2 2x? 2x2
A = ﬂ——+2——dx
- 3 3
3
e 2 2(e
2Xx 6 2
— 4[21 dx =4 £_u
0 2 9
A V6 V6
2 6
46
3

Como a drea Ay do hexdgono regular de lado 1 é Ay =
3f

, Segue que a drea da regido sombreada é

4v6 3vV3 _ 8/6-9V3

A=A — A= =
1ma2=7g 2 6

Problema 5. Calcule o valor da soma

per ok Kkt k 1)

S= ZX ¥

Solucao (Solucdo de Yure Carneiro). Testando o valor
da soma para os primeiros valores de k, conjectura-se
que
n 2
3 (ke +k+1)
Sp=) (-1 N
k=1 :
éigual a
(D" (n+1)
n! '

-1+
Vamos provar essa identidade por indugdo:

. L2 +1+1)
i) Para n =1, temos S1 = (—1) — = -3 =
-D'-(1+1) '

1!

—1+

ii) Agora supomos vdlida a identidade para n e mos-
traremos que é também verificada para n+ 1. Te-
mos entao

1+ (-D"-(n+1)
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Assim,

n+l 2
(ke +k+1)
Y (-1 T

k=1

Sn+1 =

L+ 12+ (n+1)+1)
(n+1)!

=D"-(n+1)
- n!
wel (A D2+ (+ 1D +1)

(n+1)!
-D"(n+1)?
(n+1)!

wel (M+1D2+(+ 1D +1)
(n+1)!

= Sn+(—1)n+

=a1 —1

+ (=D

+ (=D

= —1g !

m+1)%+n+2)—(n+1)?

(n+1)!
(n+2)

_ _ _1yn+l
B 1+=D n+1)!

como gostariamos de demonstrar. Entdo a identi-
dade é vdlidade para todo n inteiro positivo. Com
isso,

(-1)2022.2023
20220

2023 - (2022!)
2022!

Problema 6. Sejam a e b ntimeros reais com a<b e
sejam f, g : [a, b] — (0,+00) fungdes continuas tais que
fff(x)dx: ffg(x)dx, mas f # g. Defina

b n+1
In:f SO vnen
a 8"

Mostre que a sequéncia (I,)yen € crescente e que
limn_,+oo In = +00.

Solucao (Solucdo de Yure Carneiro). Sabendo que
f # &, que ambas sdo continuas e que fff(x)dx =
ffg(x)dx, segue que existe xy € [a, b] tal que f(xp) —
g(xp) = a > 0 e existe um intervalo fechado [c,d] com
¢ < d contendo xy e contido em [a,b] para o qual
f(x) - g(x) > 5 para todo x € [c,d]). Ainda nesse in-
tervalo

G )

8(x) 2g(x)

Agora tomando um M > 0 tal que 0 < g(x) < M para
todo x € [a, b] temos

i)

1+
e P

para todo x € [c,d], onde = %/I
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Agora veja que

bf(x)n+2 ~ f(x)n+1 ix

Ta=tn= | eom1 ™ g00m
b n+1
= %[f(x)—g(x)]dx
a
b n+1
- f g ngl [f () - g(onldx

b
—f [f(x) —g(x)]ldx

b f(x)n+1
=/I; W_l) [f(x)—g(x)]dx

B b f(x)”“ —g(x)n+l
_fa g(x)n+1
[P (X foFgn
_L g(x)n+1

)[f(x) -gx)ldx

) [f(x)— g(®))°dx,

Em virtude do comentdrio inicial, a tltima igualdade
pode ser estimada como

a(yi_, fokgxm*
> f £=0 g(x),ffl )[f(x) - g(0)1*dx
g fd o1+ P g0 g0 ) 02
- c g(x)"“ 4
=fd Y d+prg)" a

c g(x)n+1 4
_ f’i Lio+ Pt e

c g(x) 4
>fd Yr_,a+pk a_zd
- [od M 4
_ a(d-c) A+ p™ o)
>0

De onde segue que 1,1 > I, e a sequéncia é crescente,
e além disso

I = a(dz_ 9 -[(1 +’3)n+1 -11+1I,
S a(dz— ) '[(l+ﬂ)”+1 ~1].

a(d—c)
Como ==

[(1+ )"~ 1] — +oo0 quando n — +oo,
segue que n1—1>1Poo I = +o0.

Problema 7. Na figura a seguir, ABCD e AEFG sdo
quadrados. O segmento BE mede 5cm. Encontre a
drea do retdngulo sombreado.
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Solucdo (Solucdo de Yure Carneiro).
gura a seguir.

Considere a fi-

B™ 5em  E el

Da semelhanga entre os tridngulos ABE e AXD, ob-
temos

AE AD
AB  AX
Portanto,
AB? = AB- AD = AE- AX = [AEFG] - [XYFG](1) (1)

Além disso, do tridngulo retdngulo ABE, temos

AE®? = AB®>+ BE> = AB®*+25

AB? = AE*-25 2)

Como [AEFG] = AE?, segue das equacoes (1) e (2) que
a aréa do retangulo sombreado é

[XYFG] =25 cm?.

Problema 8. Na figura a seguir, cada quadradinho re-
presenta uma cadeira. Note que as quantidades de ca-
deiras consecutivas de uma mesma cor correspondem
apenas aos niimeros 1 e 3, que sdo impares.

CT T 117 T

De quantas maneiras podemos colocar 12 cadeiras em
fila, cada uma sendo da cor branca ou cinza, de tal
modo que as quantidades de cadeiras consecutivas
pintadas de uma mesma cor sejam sempre nimeros
impares?
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Solucdo (Solucdo de Yure Carneiro). Considere o pro-
blema de achar o niimero de maneiras de obter uma
soma 12 em que as parcelas sdo niimeros impares po-
sitivos, onde a ordem das parcelas importa, ou seja,
aqui consideramos que a somal+1+1+9=12 é uma
forma de somar diferente de 1 +9+1+1 = 12. En-
tdo a resposta ao problema das cadeiras é o dobro da
resposta ao problema da soma aqui descrito. Em que
cada parcela representa um conjunto de cadeiras de
uma mesma cor em sequéncia, e podemos considerar
que a primeira parcela forma um conjunto de cadei-
ras brancas e cada parcela na sequéncia estd associada
a uma cor entre cinza e branca que fica alternando.
Exemplo: A forma de somar 1+1+1+9 = 12, repre-
senta a fileira de cadeiras

Ja a forma de somar 1+9+1+1 =12 representa a
fileira

Veja que ambos comecam pela cor branca. A
quantidade das fileiras que comecam com a cor cinza
é a mesma das que estdo sendo contadas comegando
com a cor branca. Assim, vamos tratar o problema
das somas.

Vamos generalizar o problema chamando de K; o
niimero de formas diferentes de obter n como soma
de impares positivos, e onde a ordem das parcelas im-
porta. Veja que para achar K, (supondo conhecidos
K;i, i =1,...,n—-1) basta considerar o seguinte, cada
uma das formas de obter soma n deve comegar com
um dos impares positivos j menores ou iguais a n, e
a quantidade de maneiras de completar a forma de
somar que comega com j é exatamente igual a Ky ;.
Exemplo: para achar K7, temos as formas de obter
soma 7 que comega com 1,3,5 e 7. As formas de obter
soma 7 que comegca com 1 é exatamente Kg. As formas
de obter soma 7 que comega com 3 é exatamente K.
As formas de obter soma 7 que comega com 5 é exata-
mente K. Jd as formas de obter soma 7 que comega
com 7 é exatamente 1 (que denotaremos por Ky = 1).
Portanto,

K; =Kg+ Ky + K> + Ky

Generalizando, paran=2j+1
Koji1=Kaj+Kojo+--+Ko=Kpj+Kpj1
e de modo andlogo, para n=2j temos

Kyj=Koj1+Kojz+---+Ki=Kpj1+Kzj2
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Assim,
Ky =Ky-1+Kp_2

Temos entdo que K, é definida recursivamente pela
formula acima, onde K; = Ko = 1 (ou mesmo K» = K} =
1), ou seja, K, representa a Sequéncia de Fibonacci.
Temos entdo que Kjp = 144 que é o décimo segundo
termo da sequéncia

1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, 144,...

Com isso a resposta ao problema original, da quan-
tidade de maneiras de colocar 12 cadeiras em fila con-
forme especificado é

2K;2 = 288 maneiras.

Problema 9. Na figura a seguir, X é um ponto no in-
terior do tridngulo equildtero ABC eY, W e Z sdo os
pés das perpendiculares de X aos lados AC, BC e AB,
respectivamente.

a) Se XY =k, XZ =2k, XW =4k e a drea do qua-
drildtero AY X 7 é13 cm?, encontre a drea do tridn-
gulo ABC.

b) Se XY =ak, XZ =bk e XW = ck, encontre a razdo
entre as dreas do tridngulo ABC e do quadrildtero
AYXZ.

Solucao (Solucao de Diego Alberto).
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a) Se h é a altura do tridngulo ABC, temos que

XZ-AB+XY-BC+XW-AC
XZ+XY+XW

h-AB
h

Dai, h="7k. Por X, trace paralelas aos lados do tri-
angulo ABC, como indicado na figura. Sejam S,
So, S3 e S as dreas dos tridngulos XY1Ys, X721 7,
XW1W, e ABC, respectivamente. Por semelhanga
de tridngulos, temos

S§1/85=4/49,5,/S=1/49 e S3/S=16/49.

Além disso, como os tridngulos ABX, BCX e ACX
possuem mesma base, segue que

AABx/S =2/7,Agcx/S= 1/7 e AAC)(/S =4/7.

Portanto, considerando as dreas representadas pe-
las letras m, n e p, temos

m+n+8 = §8/7,
m+p+S, = 2§8/7,
n+p+Ss = 4S/7.

Assim,
m+n = 3S§/49, 3)
m+p = 138/49, (4)
n+p = 12§5/49. 5)

Além disso, somando todas as equagdes, temos
2m+2n+2p =28S/49. (6)
De
2m+81/2+ 5,/2=13,
e (4), obtemos

5/28 248

49 49

288
49

e assim S = 98 cm?

b) Aproveitando a notagdo do item anterior, temos h =

(a+b+c)ke
m+n+S;
m+p+52

n+p+S3

a

(a+b+c)s ™
_ ____El____s 8)
" (a+b+0)
c
B (a+b+c)8 ®)

Portanto, calculando (5) + (6) — (7), temos

S +S (a+b—c)s+ %S (a+b)%S
m = = .
1ro2 (a+b+c) (a+b+0)? (a+b+c)?
S S
= (10)
Aazxy 2m+81/2+8,/2
28
= — (11
Idm+ S+ S,
2(a+b+c)?
= (12)
2(a+b)?2 -a?-b?
2(a+b+c)?
= (13)

Novos Problemas

a?+b?+4ab

Problemas Universitarios

Problema 10. Calcule o valor de |

/2 dx é
1+ (1gx)2022

Problema 11. Encontre o valor de

/2
f cos? (cosx)dx + f
0 0

/2 )
sen“(senx)dx.

Problema 12. Seja Aoz = (a;j) a matriz 2022 x 2022

definida por

V3,
ajj = 1,
0

sei=j
seli—jl=1
caso contrdrio

Encontre o valor de det Aygys.

. 2ni 27 .
Problema 13. Sejam z = e223 = co0s 5555 + i sen

21
2023’

2 2022
A=1{1,z,z°,...,2 }

B={1,1+z,1+z+2%,.

A+ z+Z22+.

Z2022} .

Determine o ntimero de elementos de AN B.
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Problema 14. O famoso Problema da Basileid)| nos
permite descobrir que

7 1 1 1 1
€:p+§+5—2+7—2+....
Vamos usar a série anterior para encontrar a soma de
outra série. Para cada n € N, defina como a, seu maior
divisor positivo impar. Por exemplo, asp =15 e a4 = 3.
Encontre o valor da soma:
_ar ax as

SEEtpETy

Problemas de Matematica Elementar

Problema 15. Bernardo estd brincando de desenhar
quadrildteros em um papel pontilhado como o da
imagem a seguir. Os pontos pretos sdo vértices de qua-
dradinhos de lado 1 cm e os quadrildteros desenhados
s6 podem usar como vértices 0s pontos pretos.

A letra I representa o niimero de pontos pretos no in-
terior de cada quadrildtero.

a) Dé exemplos, por meio de um desenho, de quadra-
dos com I =4 e I =9 no papel pontilhado.

b) Explique como Bernardo pode desenhar losangos
contendo qualquer valor de pontos interiores dese-
Jjado.

¢) Qual é a menor drea possivel para um tridngulo
com vértices nos pontos do papel?

Problema 16. O niimero de todos os inteiros positivos
de 64 digitos sem zeros em sua representagdo e que sao
divisiveis por 101 é par ou impar?

Problema 17. E possivel arranjar os niimeros
1,1,2,2,3,3,...,1986,1986 em fila de modo que entre
quaisquer dois i's hajam (i — 1) niumeros?

IEuler foi o primeiro a provar que

1 R S

6 12 22 32 42 7
Além dele, alguns membros da familia Bernoulli, que também vi-
viam na cidade da Basileia, tentaram obter esse resultado. Por
conta disso esse resultado também ficou atrelado ao nome da ci-
dade.
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Problema 18. Os alunos da DM AT aprendem n ma-
térias no semestre. E verdade que para cada matéria
exatamente 3 alunos sdo os melhores nessa matéria, e
que para cada 2 matérias, existe exatamente um aluno
que é um dos melhores nas duas. Prove que:

a) Se n =8 existe um aluno que é um dos melhores em
todas as matérias.

b) Se n=7, ndo é necessdrio que haja um aluno que é
um dos melhores em todas as matérias.
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