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Bem-vinda, Hipatia!
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A matematica Hipdtia foi uma grande defensora do racionalismo cientifico, apaixo-
nada pelo universo e pelas ciéncias exatas. Além de prolifica inventora e cientista, Hi-
patia foi reconhecida como uma professora educada, tolerante e muito dedicada. Sob
sua inspiracao, a Revista de Matemadtica Hipétia surge com o propdsito de constituir um
novo canal de divulgacdo matemadtica na comunidade de lingua portuguesa. A revista
é fruto da colaboracao de diversos docentes e alunos do Departamento de Matematica
da Universidade Federal da Bahia e almeja satisfazer um leque amplo de interesses de
amantes da matemadtica, além de fortalecer os vinculos da extensdo universitaria.

Neste primeiro ntimero, apresentaremos artigos de matemadtica com temas variados
para alimentar a curiosidade dos nossos leitores. Fizemos uma escolha cuidadosa de
temas para que este primeiro nimero possa nortear as proximas edi¢des. Todos os au-
tores foram convidados para nos deleitar com artigos escritos numa linguagem acessi-
vel para todos os niveis e com uma apresentacdo grafica atraente. A revista é feita para
todos, desde estudantes da educacdo basica até matematicos profissionais, passando
por entusiastas amadores e curiosos das descobertas cientificas.

Nossa logomarca e diagramacado foram inspiradas em Hipdtia e na cultura helénica
que ela integrava. Os amantes do grego perceberdo como a lingua de Homero foi presti-
giada nos titulos de nossas se¢des. Gostariamos de agradecer especialmente a Amanda
Braga e Pedro Bitencourt, alunos da Escola de Belas Artes, que tornaram realidade a
nossa logo, plasmando o conceito da revista, e ao professor Vinicius Mello, que cui-
dadosamente escolheu os nomes das se¢des, diagramou e desenhou cada espaco na
revista. Um dado curioso: a imagem na capa deste primeiro nimero foi gerada por
inteligéncia artificial.

Neste primeiro volume, temos um artigo dedicado a nossa musa, Hipdtia de Alexan-
dria (Histéria), e uma entrevista especial com a Professora Eliza Maria Ferreira Veras
da Silva (Didlogo). Conheceremos um pouco da histéria de duas mulheres matema-
ticas que nos inspiram. Também contamos com a contribuicdo de artigos de temas
diversos: Teorema de Bayes e o Paradoxo da Ilha (Paradoxo), O Lema de Sperner (Te-
orema) e Numeros Complexos e Combinatéria (Técnica). Além desses interessantes
artigos, temos duas secoes informativas, Simpésio e Problemas, com o intuito de dar
visibilidade aos eventos realizados pela comunidade do nosso departamento, através
do registro de eventos e projetos realizados, e de propor problemas a nossos leitores,
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pretendendo reforcar os lacos de unido da comunidade e incentivar o estudo da ma-
temdtica. Finalmente, deixaremos ao longo do texto dicas culturais de livros, filmes,
séries etc., tratando de temas relacionados a matematica.

Desde j4, deixamos o convite aberto para que nossos leitores contribuam com arti-
gos, solucdes de problemas, curiosidades, teoremas preferidos e qualquer outro tema
relevante para a matemadtica nas futuras edicoes.

Desejamos uma 6tima leitura e que as préximas paginas possam fortalecer o seu
amor pela Matematical!

Salvador, 7 de agosto de 2023
O Editor

Revista de Matemadtica Hipatia Volume 1, Ntiimero 1
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HISTORIA
Hipatia de Alexandria: uma cientista

que precisamos conhecer
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Lindamir Salete Casagrande

Introducao

Em tempos ndo tdo distantes, era dificil encon-
trar/conhecer mulheres cientistas, talvez pela dificul-
dade de termos acesso as suas producdes ou porque,
muitas vezes, a sociedade ndo classificasse as pro-
ducdes/descobertas feitas por elas como ciéncia, ou
ainda devido ao fato de que a sociedade proibisse o
acesso das mulheres aos espacos nos quais se produ-
zia conhecimento, como as universidades [3]. Essa
escassez de informacdes sobre as descobertas e in-
vengoes femininas dava a impressdo de que mulheres
ndo faziam ciéncia ou, pior ainda, que mulheres nao
tinham capacidade de produzir conhecimento. Este
pensamento era e ainda é equivocado.

Ao longo da HisSTORIA da humanidade, encontra-
mos mulheres que dedicaram sua vida ao fazer cienti-
fico. Quando os laboratérios estavam localizados nas
residéncias dos cientistas, elas tinham acesso a eles
e trabalhavam como parceiras ou assistentes dos ho-
mens que estavam autorizados a pesquisar, a produ-
zir conhecimento e a publicd-lo. Nio raras vezes, a
pesquisadora era uma mulher, porém quem levava a
fama era um homem da familia. Neste periodo, as
descobertas das mulheres eram publicadas em nome
dos homens da familia (marido, pai, irmao, filho) e a
participacdo delas na descoberta era apagada, ocul-
tada. Isso se dava porque a sociedade ndo permi-
tia que as mulheres pesquisassem, escrevessem, es-
tudassem. Cabe destacar que a sociedade ndo é um
ente sobre-humano capaz de impor as determinacoes
aos humanos. A sociedade é formada por homens e
mulheres, em sua diversidade de cor, idade, crenca
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religiosa, orientacdo sexual, e as regras impostas por
ela sdo definidas por estes humanos, ou melhor, pe-
los humanos que tém o poder de decidir. Ao longo da
histéria, esse grupo foi composto majoritariamente,
para ndo dizer exclusivamente, por homens, brancos
e ricos. Assim, as regras sociais eram e ainda sao de-
finidas pelos homens.

Entretanto, mesmo enfrentando muitos obstéaculos,
muitas mulheres conseguiram inscrever seus nomes
no mundo cientifico. Foi uma mulher a primeira ci-
entista a conquistar duas vezes o prémio Nobel em
duas areas do conhecimento diferentes (Marie Curie).
Outra mulher foi a primeira programadora de um
computador, um século antes do computador existir
(Ada Lovelace). Também uma mulher fundou a pri-
meira universidade. Fatima al-Fihri, nascida na Tuni-
sia no ano 800, fundou, na cidade de Fez, em Mar-
rocos, a universidade de al-Qarawyyin, a mais antiga
ainda em funcionamento. Muitos outros inventos e
descobertas que fazem parte de nosso cotidiano sdo
invencoes de mulheres [2].

Nos ultimos anos tenho observado um movimento
de resgate das histérias de mulheres que contribui-
ram sobremaneira para o desenvolvimento do conhe-
cimento no mundo. As iniciativas com este fim con-
sistem em blogs, perfis nas redes sociais, livros infan-
tis, dentre outros. A revista Hipdtia, que hora lanca
seu primeiro nimero, traz em seu titulo o nome de
uma cientista que todos deveriam conhecer: Hipatia
de Alexandria. Fui convidada a escrever este artigo
pelo fato de ter escrito o livro infantojuvenil “Hipa-
tia de Alexandria: a matematica, astronoma e filésofa
lendéria”, publicado pela Editora Inverso em 2020. De
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Retrato ficcional de Hipatia, por Jules Maurice Gas-
pard.

imediato aceitei o convite, pois é sempre um pra-
zer falar/escrever sobre esta mulher incrivel que viveu
para produzir e disseminar conhecimento e que teve
sua vida ceifada devido a isso. Optei por usar um tom
coloquial neste texto, porém mantendo o rigor cien-
tifico que um artigo académico requer. Entao vamos
conhecer um pouco mais sobre a vida de Hipatia.

A infancia de Hipatia

As informacdes sobre Hipétia sdo dificeis de localizar.
Pouco se sabe sobre sua infancia e muitas informa-
¢Oes sdo imprecisas. Sabe-se que ela nasceu entre os
anos 355 e 370 da era cristd em Alexandria, no Egito.
Filha do fil6sofo e matemdatico Theon de Alexandria.
O nome de sua mae se perdeu no tempo. Talvez te-
nha sido uma cientista, uma entendida sobre plantas,
raizes e rezas ou, quem sabe, uma dona de casa de-
dicada. Quem pariu Hipétia e o que fazia ndo sabere-
mos, pois a histéria ndo preservou seu nome e tam-
pouco sua memoria.

Incentivada pelo pai, que também era sua princi-
pal fonte de inspiracdo, pdde estudar, e como estudou
essa menina. Frequentou a Academia de Alexandria,
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onde apaixonou-se pelo universo e se pos a desven-
dar seus mistérios por meio da astronomia. A religido
e seus encantos e dogmas também mereceram sua
atencdo (mal sabia que seriam religiosos e seus segui-
dores que poriam fim a sua vida). Estudou poesia e
arte, talvez para entender o qudo belo era o mundo
a sua volta, ou para enxergar alguma beleza na socie-
dade contemporanea, ou, quem sabe, para melhor se
inserir nas rodas de conversas da sociedade da época.
Conhecimento em qualquer area e época é conheci-
mento e faz com que tenhamos varios pontos de mi-
rada sobre um mesmo problema. Desenvolveu ainda
o dom da oratéria e da retérica e isto lhe foi muito
atil no futuro. As pessoas gostavam de ouvi-la falar,
pois, além de seus discursos trazerem muito conhe-
cimento, eram agradédveis de se ouvir. Mas foram as
ciéncias exatas que a conquistaram profundamente,
de modo especial, a matemética e a astronomia. Foi
nestas dreas que ela ganhou notoriedade e se eterni-
zou.

Com a mente centrada nos tempos atuais, somos
levados a pensar sobre as brincadeiras de Hipétia. Do
que sera que ela brincava? Serd que brincava? Tinha
uma melhor amiga? Estas perguntas ficardo sem res-
posta, mas cada qual pode fazer as elocubracdes que
quiser. Dificil é imaginar ela brincando em um ambi-
ente que nao fosse rodeado por ciéncia, livros, talvez
um laboratorio.

Na adolescéncia teve o privilégio de estudar em
Atenas, na Grécia, e 14 frequentou a escola neoplato-
nica, escola essa cujas doutrinas seguiam os pensa-
mentos espirituais e cosmolégicos de Platdo. Apds
concluir seus estudos, voltou para Alexandria, onde
viveu o restante de sua breve vida (talvez para a época
nao foi tao breve assim!).

Na época em que Hipdtia viveu ndao havia uma lei
que proibia os estudos para as mulheres, entretanto
poucas se embrenhavam pelo mundo do conheci-
mento. Talvez a falta de incentivo e de oportunida-
des as afastassem dos estudos. Ou, quem sabe, foi s6
a histoéria, escrita predominantemente pelos homens,
que ndo registrou o nome de outras mulheres cien-
tistas. Isso ndo ocorreu com Hipdtia, que tinha seu
pai como grande incentivador, e sua existéncia nos
mostra que, quando tém oportunidades, as mulheres
constroem lindas histérias no mundo cientifico.

O casamento de Hipatia com a ciéncia
Sim, casamento. Quando questionada por que nao se

casava e tinha filhos ela respondia: “Sou casada com
a ciéncia!”. J4 naquela época tinha-se a percepc¢do
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que as mulheres tinham que se casar e procriar. As
que nao seguiam por este caminho causavam estra-
nheza. Porém, parece que Hipéatia ndo se preocupava
com isso, afinal tinha coisas mais relevantes a fazer.

Quando esteve na Grécia, Hipatia se dedicou aos
estudos matematicos e filoséficos. Aparentemente,
essas disciplinas sdo muito distantes, porém nao o
sdo. Ambas necessitam de capacidade de raciocinio
elevada para enxergar além do que os fatos revelam
de imediato. A filosofia é expressa pelas palavras e a
matemadtica pelos nimeros. Ela se destacou nos es-
tudos filosoficos e foi considerada o maior nome da
area, recebendo, inclusive, o apelido de “A Fil6sofa”.
Em matemadtica, se debrucou de modo especial so-
bre a aritmética de Diofanto de Alexandria, que vi-
veu no século 3 a.C. e é considerado o pai da élge-
bra. Ousada que era, pretendia unificar as ideias de
Diofanto com os pensamentos neoplatonicos. Por 14
também estudou medicina. Naquela época as cién-
cias ndo eram tdo compartimentadas como o sdo na
atualidade, entdo era comum que 0s cientistas con-
temporaneos a Hipétia se dedicassem a vdrias dreas
do conhecimento.

Ao retornar ao Egito, atuou como professora de
matemadtica e filosofia na Academia de Alexandria.
Pessoas vinham de todos os lugares para ouvir seus
ensinamentos. Ela proferia palestras na dgora, uma
espécie de praca, e os ouvintes ficavam embebidos
em sua capacidade de compartilhar o seu conheci-
mento, tdo profundas eram suas falas.

Junto a seu pai lancou comentdrios sobre a obra
“Os Elementos”, de Euclides. Esta obra é composta
por 13 volumes e trata sobre geometria, dlgebra e
aritmética. Estes estudos aprofundaram seu conhe-
cimento matemadtico e ela se tornou referéncia para
os matematicos da época e se fez famosa por encon-
trar solucdes para problemas que outros matematicos
ndo conseguiam resolver. Sempre que surgia um pro-
blema de dificil solucao, recorriam a Hipdtia que o re-
solvia.

Suas principais contribui¢des a matemadtica foram:

* Comentérios sobre “A Aritmética”, de Diofanto.
Suas notas e observac¢des enriqueceram e popu-
larizaram a obra e, por serem escritas em uma
linguagem didética e acessivel, puderam ser usa-
das por iniciantes nos estudos nessa area.

e Comentarios sobre “Os Elementos”, de Euclides.
Além de ampliar e popularizar o texto, também
o atualizaram.

* Reinterpretou a obra “As Conicas”, de Apoldonio
de Perga, tornando os conceitos ali expressos
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acessiveis para quem se interessasse pelo tema.

Hipatia era muito criativa e se aventurou no campo
das invencdes. Em sua época ndo havia calculadoras
e ela criou um método eficaz para fazer grandes divi-
soes. Este método facilitava o trabalho de matemati-
cos e astronomos. Ela tinha verdadeiro fascinio pelo
firmamento e buscava formas de conhecé-lo cada vez
melhor. Sua mente curiosa e criativa a levou a pro-
duzir diversos instrumentos, dentre eles, destaca-se a
construcao de um astroldbio, um hidrémetro e um hi-
groscopio.

Aos 30 anos assumiu a direcao da Academia de Ale-
xandria. Neste periodo ela publicou muitos livros e
tratados sobre dlgebra e aritmética, porém as suas
obras se perderam com a destruicdo da Biblioteca de
Alexandria no século VII. Os livros da biblioteca fo-
ram queimados e todo o conhecimento que eles guar-
davam viraram cinzas. Este é um dos motivos pelos
quais as informacdes sobre ela sejam tdo imprecisas.

Hipatia teve muitos discipulos com os quais tro-
cava correspondéncias sobre os estudos que estava
realizando. Um dos principais discipulos foi Sinésio
de Cirene, com quem mantinha uma assidua troca
de correspondéncia. Ele registrou a singularidade do
pensamento de Hipdatia e, ao publicar a correspon-
déncia mantida com ela, fez com que sua contribui-
¢do para a histéria da humanidade chegasse até nos.

A morte de Hipatia

Como tudo na vida de Hipdtia, a motivagdo para seu
assassinato também tem mais de uma versao. Sua
forma de tratar a todos os alunos, judeus, cristdos ou
pagdos, com respeito, educagao, tolerancia e raciona-
lidade despertou ciimes e inimizades. Por ser paga e
defender o racionalismo cientifico, contestando, com
base nele, o fator divino nos acontecimentos naturais
e do cosmo, foi acusada de heresia e bruxaria [1]. Seu
conhecimento foi considerado pecaminoso, perigoso
e indesejado. O cristianismo encontrava-se em ex-
pansao e os cristdos da época nao toleravam os que
professavam outra fé (recentemente vivenciamos algo
similar). Talvez por isso, merecesse e devesse motrer.
Embora Alexandria fosse uma cidade na qual cristaos,
judeus e pagdos convivessem cotidianamente, sendo
um centro cultural que recebia pessoas oriundas de
todas as partes do mundo, o poder estava em disputa
entre autoridades religiosas e politicas. Hipdatia estava
inserida neste embrolho.

Devido ao seu conhecimento e eloquéncia, con-
quistou o cargo de conselheira de Orestes. Ele havia
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sido seu aluno e ocupava o cargo de prefeito do Impé-
rio Romano do Oriente (autoridade politica). Orestes,
que era um cristdo moderado, nutria uma inimizade
com o bispo da igreja de Alexandria, Cirilo (autori-
dade religiosa), que era um cristdo radical. O bispo
ndo tinha nenhuma tolerancia com as pessoas que
professavam fé divergente da crista. Para ele, essas
pessoas eram hereges. A divergéncia entre estes dois
homens resultou no assassinato de Hipatia.

Uma das versdes, e na minha opinido a menos pro-
vavel, é que ela, uma mulher acusada de blasfémia
e de sentimentos anticristdos por ter se recusado a
abandonar o paganismo, usava sua forte influéncia
sobre Orestes, um cristdo tolerante, para impedi-lo de
se converter de vez ao “verdadeiro” cristianismo. Por
isso foi morta. Cabe destacar que a blasfémia que se
referiam era conhecimento, sabedoria e independén-
cia.

Outra versdo sobre a motivacdo para o seu assas-
sinato brutal da conta de que ela, “usando seus co-
nhecimentos astrondmicos, fundamentais para a de-
finicdo da Semana Santa, havia chegado a uma data
diferente da que havia sido anunciada pelo bispo Ci-
rilo, autoridade méxima da igreja naquela época.” [1,
p. 29] O bispo pediu que ela assumisse diante do povo
que havia se equivocado, errado os célculos da data.
Porém, ela era a melhor matemaética e astronoma da
época e sabia o que estava falando, sabia que estava
certa, que o erro estava nas datas que o bispo apre-
sentou e se recusou a atender a solicitacdo da autori-
dade religiosa. Contrariado, o bispo ordenou que Hi-
patia fosse punida exemplarmente, e assim foi feito.

A terceira versdao sobre a motivacdo de sua morte
cruel e tragica diz que Cirilo e seus seguidores es-
tavam furiosos com o assassinato do monge cristao
Amonio, que teria sido morto sob as ordens de Ores-
tes. Entdo, para se vingar do prefeito, o bispo ordenou
que Hipatia fosse assassinada. Cirilo tinha certeza de
que isso abalaria as estruturas de Orestes, uma vez
que Hipatia era sua principal conselheira. Assim, o
bispo se sentiria vingado. Em suma, Hipdtia pagou
com a vida pela disputa entre dois homens.

Provavelmente a juncdo das trés versoes tenha sido
o estopim para que em uma tarde de marco de 415,
més da quaresma, quando Hipétia chegava a sua
casa, retornando da Academia de Alexandria, onde
trabalhava, fosse vitima de uma emboscada e arran-
cada de sua carruagem por uma horda de cristdos
raivosos e afastados do verdadeiro ensinamento de
Cristo. Eles a arrastaram pelas ruas até uma igreja
onde a despiram. Nao ha precisdo se ali ela foi es-
pancada até a morte ou esfolada viva. Ha relatos de

6 Revista de Matemadtica Hipatia

que seus algozes usaram pedacos de telha para dei-
xar seu corpo em carne viva. Nao satisfeitos com sua
dolorosa morte, a esquartejaram e jogaram seu corpo
em uma fogueira, simulando o sacrificio de um ani-
mal em ritos pagaos.

Nao importa qual foi a motivacdo para a barbarie
que foi o assassinato de Hipdtia, todas levaram ao
silenciamento de uma mulher que amava a ciéncia
acima de tudo. O tragico fim da vida desta mulher in-
crivel tinha que ser exemplar, para assegurar o poder
ao bispo Cirilo e o foi.

O legado de Hipatia

Toda a produgdo de Hipatia foi perdida no incéndio
e destruicdo da biblioteca de Alexandria, ocorrida no
século VII. Entretanto os relatos e as correspondén-
cias que Hipdtia trocava com seus alunos ddo conta
de que ela foi considerada a maior matematica e filo-
sofa de Alexandria, e talvez do mundo em sua época.
Os historiadores afirmam que, embora ela tenha se
inspirado em seu pai, ela o suplantou em muito no
que diz respeito as contribui¢ées para o mundo ci-
entifico.

Para a igreja, Hipédtia e todas as mulheres que de-
tinham conhecimento, eram livres, pensadoras, exer-
ciam poder sobre o povo de suas comunidades, nos
préximos mil anos, foram consideradas bruxas, caca-
das e queimadas vivas. A “caca as bruxas” nada mais
foi do que o assassinato de mulheres sabias e livres.

Para nés, mulheres cientistas, fica a certeza de que
muitos obstaculos sdo impostos a nés pelo simples
fato de sermos mulheres. Que homens ndo hesitam
em atacar uma mulher sdbia, mesmo que a disputa
seja entre dois deles. O saber das mulheres incomo-
dava desde os tempos de Hipdtia e, ainda hoje, per-
siste incomodando. Porém, na atualidade, ndo con-
seguem nos matar e tampouco nos calar.

Hipatia existiu ou é uma lenda?

H4 quem diga que Hipdatia nunca existiu. Para esses, é
dificil aceitar que em tempos tdo remotos havia uma
mulher inteligente, livre, com poder de oratéria e que
era respeitada pela maioria dos homens e mulheres
de seu tempo. Mesmo o0s que a invejavam, a admira-
vam e por isso a invejavam. Eu considero pouco pro-
vavel que a sociedade criou uma lenda em torno de
uma mulher cientista em qualquer época, entdo Hi-
patia, esta mulher formidavel, existiu e foi silenciada
por uma horda de cristdos que desconheciam os pre-
ceitos do cristianismo.
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O OO FILME

© O O LIVRO

O filme Agora ou Alexandria retrata a
historia de Hipatia de Alexandria ao longo de
um periodo de grandes conflitos religiosos, e
evidencia as dificuldades enfrentadas por esta
grande matematica em um momento onde as
mulheres nio tinham voz.

Embora o filme nio apresente com grande
profundidade e fidelidade a vida da Hipatia,
ele consegue fornecer uma percep¢io do

NGERA

Langamento: 9 de outubro

Publicag¢do: Curitiba

Na obra Hipatia de Alexandria, a autora, Lindamir
Salete Casagrande, retrata com leveza e compromisso
a historia dessa grande matematica desde a sua
infancia, passando pelas suas contribui¢des e morte.
O livro possui ilustracdes da Andréa Martau que
tornam a leitura ainda mais atrativa.

Por fim, vale ressaltar que a obra ¢ uma homenagem a
R todas as meninas, mogas e mulheres que travaram e
travam lutas didrias para conquistar o seu espago na

de 2009 contexto e desafios vivenciados por ela. 2021, 2%d, p. 40 sociedade.
Duragio: 2h 2lm
0 00 PODCAST {
HISTORIA [rom—— ] O Podcast Historia presente, realizado em parceria com o Laboratorio de Pesquisa E
PRESENTE ‘ I\‘H.’:‘:I‘I‘l‘(ﬂ'}d e Praticas de Ensino em Histéria da UERJ, apresenta no sétimo episédio do projeto :

Langamento: Junho de

Duragido: Smin e 26s

pmen Mulheres no Mundo, a matematica Hipatia de Alexandria, os narradores
conseguem em poucos minutos discorrer quem foi a Hipatia, as suas contribuicdes e
os desafios enfrentados para que viesse a se tornar a primeira mulher a realizar
importantes produgdes junto a ciéncia.

Sugestdes culturais sobre Hipdtia compiladas por Taise Jorge.

Consideracoes Finais

O “efeito Matilda”, preconceito frequente em reco-
nhecer a contribuicdo das mulheres a ciéncia, se ma-
nifesta na vida de quase todas as mulheres que deci-
dem se dedicar a carreira cientifica. Na vida de Hi-
patia, entretanto, foi diferente. O reconhecimento de
que ela era a mais brilhante cientista de sua época
a levou a morte trdgica. Sua histéria é, ao mesmo
tempo, linda e triste. Ha a necessidade de se resga-
tar e disseminar as contribuicoes de Hipdatia para a
ciéncia, para que sua trajetoria e seu amor a ciéncia
cheguem ao maior ntimero de pessoas possivel.

A criacdo desta revista com seu nome é uma forma
de eternizar Hipdatia de Alexandria e proporcionar que
mais pessoas a conhecam. Vida longa a Revista Hipa-
tia!
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Tertuliano Franco e Diogo S. D. da Silva

Por PARADOXO, em Matemédtica, entende-se dois
argumentos aparentemente corretos que sao contra-
ditérios. Neste artigo, veremos um paradoxo relacio-
nado a probabilidade condicional, divertido e muito
sutil, descrito por Ronald Meester em seu livro [2,
Exemplo 1.5.6]. E corrigimos neste artigo uma falha
na explicacdo apresentada pelo autor citado.

Probabilidade Condicional

N3ao entraremos em detalhes a respeito do que é um
espaco de probabilidade. H4 muitos livros para isso;
veja [1], por exemplo. Mas nao ter defini¢es preci-
sas ndo nos impede de seguir em frente e nos diver-
tirmos... Matemaética é uma atividade altamente nao-
linear!

Sejam A e B dois eventos de um espago de proba-
bilidade. Intuitivamente, A e B sdao dois conjuntos de
resultados possiveis. Supondo que P(B) > 0, defini-
mos a probabilidade condicional de A dado B por

P(AnB)
P(B)

Em palavras, a probabilidade condicional de A dado
B consiste na probabilidade de A acontecer, sabendo
a priori que B aconteceu.

Por exemplo, considere o lancamento de um dado
honesto, cujas faces contém todos os niimeros de 1 a
6. Logo, cada ntimero possui uma chance de 1/6 de
ser sorteado. Se alguém vé o resultado mostrado e diz
(de maneira confidvel) que este resultado é um nu-
mero par, qual a probabilidade deste ser o namero 2?
N3ao é mais 1/6, e sim 1/3, porque, dado que o resul-
tado é par, ha apenas as possibilidades 2, 4 e 6.

P(AIB) =
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Visualmente, podemos pensar na probabilidade
condicional como a restricdo do espago amostral ao
conjunto B, veja a Figura 1.

A B

Figura 1: Intuitivamente, condicionar ao conjunto B
significa restringir o espaco amostral 2 ao evento B.

Dizemos que dois eventos A e B sdo independentes
se

P(AnB) =P(A)-P(B).

A probabilidade condicional nos permite motivar a
definicao acima: como se pode verificar, dois even-
tos A e B (para evitar chateacao, suponha que ambos
tenham probabilidades positivas) sdo independentes
se, e somente se, ao condicionarmos na ocorréncia
de um deles, ndo alteramos a probabilidade do outro.
Ou seja, se P(A|B) =P(A) e P(B|A) =P(B).

Como exemplo, pense em dois lancamentos suces-
sivos de um dado. Se A é o evento sair cara no pri-
meiro langcamento e B é o evento sair cara no segundo
langamento, podemos verificar que A e B sdo inde-
pendentes.

Também podemos definir independéncia (coletiva)
de nao apenas dois eventos, mas de uma quantidade
finita ou mesmo infinita. Uma colecdo de eventos é
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dita independente se, para qualquer subconjunto fi-
nito e ndo vazio de eventos dessa cole¢do, a probabi-
lidade da intersecdo deles é igual ao produto das suas
probabilidades.

A seguir, vejamos o Teorema de Bayes, que sob cer-
tas hipoteses, grosso modo permite:

1) escrever a probabilidade de um evento em ter-
mos de probabilidades condicionais deste evento
com respeito a outros, e

2) reconstruir a probabilidade condicional de B
dado A a partir da probabilidade condicional de A
dado B.

Teorema (Teorema de Bayes). Sejam By, ..., B, even-
tos, todos de probabilidade positiva, que particionem
o0 espago Q, ou seja, sdo disjuntos e sua unido é igual
a Q. Dado um evento A, vale que

n
@ P(A) =) P(AIBy)-P(By).
k=1
(b) Suponha que P(A) > 0. Entdo, para qualquer in-
dicei=1,...,n,

P(AlB;) -P(B;)

P(BilA) = T P(AIB) P(By)

Demonstracdo. Como By,...,B, particionam o es-
pago, temos que Q = U}'_, Bx. Portanto, A= ANQ =
UZZI(AH By). Como os eventos By sdo disjuntos, os
eventos AN By também sao. Pela aditividade da pro-
babilidade, temos que P(AN Q) = ZZZIIP(AH By), o
que mostra o item (a) do enunciado. Para o item (b),

P(BinA)  P(A|B;)-P(B;)
P(A) X}, P(AIBy)-P(By)’

P(B;lA) =

onde, na segunda igualdade, usamos o item (a) no de-
nominador. a

Observacao: O Teorema de Bayes também vale no
caso de enumeraveis eventos Bj,B>..., sendo a de-
monstracdo andloga.

O Assassinato

Considere uma ilha com 7+ 2 habitantes. Um deles
é assassinado, restando portanto n + 1 habitantes, e
sabe-se que o assassino é um dos habitantes do local.
Assuma que a probabilidade de um habitante qual-
quer ser o assassino seja iguala 1/(n+1).
Investigadores descobrem vestigios de sangue na
cena do crime, ndo em quantidade suficiente para
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descobrir quem € o assassino, mas o bastante para es-
tabelecer um certo perfil. Tipo sanguineo, por exem-
plo, mas ndo DNA, que permitiria descobrir com cer-
teza o culpado.

Sabe-se que a probabilidade de cada ser humano
ter este perfil sanguineo € igual a p, com0<p <1, e
seres humanos sdo independentes com relacao a esta
propriedade.

Além disso, como o assassino estd entre os habitan-
tes, sabemos também que pelo menos um deles terd
o perfil do assassino (a0 menos o préprio assassino!).

A policia comeca a investigar, um por um, ao acaso,
os habitantes da ilha. O primeiro a ser investigado
é a pessoa que chamaremos de Yplison, e verifica-
se que Yplison tem o perfil encontrado na cena do
crime. Condicionado a este evento, qual é a proba-
bilidade de que esta pessoa Yplison seja o assassino?
Em outras palavras, em quanto muda a probabilidade
de Yplison ser o assassino dado este evento no qual
verifica-se ter Yplison o perfil do assassino?

Em outras palavras, denotando por Y o evento
Yplison é o assassino, e por S o evento Yplison tem o
perfil sanguineo encontrado na cena do crime, quanto
é P(Y]S)? Vejamos “solucdes” para o problema.

A Primeira Solucao

Uma probabilidade condicional P(:|S) é uma proba-
bilidade (fato da vida: o aceitaremos sem demonstra-
¢do, ainda que nao seja dificil prova-lo). Denote entdo
Ps(-) = P(:|S). Seja Ty o evento no qual k habitantes
da ilha, dentre os n habitantes (excluindo-se Yplison)
tém o perfil sanguineo do assassino.

Usando a parte (a) do Teorema de Bayes, podemos
deduzir que

Ps(Y) =) Ps(YI|Ti)-Ps(Tp).
k=0

Portanto, precisamos calcular Pg(Y|Ty) e Ps(T). Co-
mecemos pela segunda. Faremos o seguinte: denote
por L a lista de n+ 1 entradas, cada uma sendo zero
ou um, indicando se o tipo sanguineo de cada pes-
soa coincide com o tipo sanguineo do assassino. Es-
tas entradas sao independentes, e cada uma possui
probabilidade p de valer 1. Seja E€{1,...,n+1} o na-
mero (aleatdrio) que representa a posicdo que Yplison
ocupa nesta lista (usamos a letra E de escolhido pela
policia). Dai, temos que, para k € {0,..., n},
Ps(Ty) =[P>[ Y L= k|LE - 1]
J#E
P[Z#ELj —k Lp= 1]
- P[Lg=1]

) (1
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em que a virgula dentro da probabilidade no denomi-
nador acima denota a interse¢do dos eventos. Calcu-
lemos separadamente as probabilidade no denomi-
nador e no numerador acima. Para isto, basta separar
o evento em funcdo do valor que E assume:

n+1

PlLe=1]=P|Lp=1, U[E |

n+1

—P[ Udze=1nie= kD)

+
Y P(ILg=1N[E=k])

S 3
—

N
Z (ILx =1IN[E=k])

ndep- rilP[L =1]-P[E=
= k=1]-P[E=k|
=1
n+l1

=Y p-

k=1 n+l

Para encontrar a probabilidade que estd no nume-
rador de (1), fazemos um célculo andlogo separando
0 evento nos possiveis valores que E assume:

Pl Y Lj=kL=1|
J#E

n+1
Y P Y Ly=klp=1E=¢|
=1 ‘jzE

n+1
Y P Y Lj=kL=1E=(]

=1 " j#l
e Y ez -k
~ n+l e i =

E um exercicio (ou faz parte de alguma aula) num
curso bésico de Combinatéria provar que a soma de
varidveis Bernoulli independentes com mesmo para-
metro é binomial. No nosso caso, isso corresponde a
mostrar que [P’[Zjﬂ Lj= k] = (p*a-p*. Este
€ justamente 0 nosso caso, pois os L; valem zero ou
um (sdo Bernoulli) e sdo independentes. A proba-
bilidade de uma determinada sequéncia com k uns
e n—k zeros é pk(l - p)”‘k. Mas temos que contar
quantas sequéncias tém k uns e n— k zeros. Estas sdo
k!(%kﬂ, pois temos k repeti¢cdes de uns e n— k repeti-
coes de zeros (permutacao com repeticdo, veja [1] por
exemplo). Assim, deduzimos que IP[Z jrelj = k

(1 p* - p)"~* e, por conseguinte, que

IP[ZLJ—ICLE—I] p( )p 1-p"*.
J#E
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Dividindo as duas probabilidades correspondentes ao
numerador e denominador de (1), obtemos simples-
mente

Ps(T) = (Z)p’“(l—p)""“. )

Calculemos agora a primeira probabilidade reque-
rida. Condicionado a Ty, incluindo Yplison, temos
k+1 pessoas com o perfil sanguineo do assassino. As-
sim, Yplison terd a probabilidade de 1/(k+ 1) de ser o
assassino. Ou seja,

1

Ps(Y|Ty) = m .

Hum, a afirmacdo acima pode parecer um pouco for-
cada... para ndo deixar nenhuma sombra de duivida,
deixemos de preguica e facamos as contas. Quem
estd na chuva é pra se molhar. Ou como diria Paulo
Freire, ensinar é um ato de amor, logo um ato de co-
ragem, ndo pode temer o debate. Denote por A o nt-
mero aleatério em {1,...,n+ 1} que corresponde ao
assassino. Logo, o evento Yplison é o assassino é o
evento [E = A]. Temos que

Ps(Y|Tx)

_P[E AlY Lj=kLg= LA_I]
J#E

IP[E:A,Z#EL]- —k Lp=1L,= 1]
= . (3)
P[Z#ELJ- =k,LE=LA=1]

Calculemos as probabilidades no numerador e deno-
minador acima, comecando pelo numerador:

P[E AY Li=kLg= LA—I]
j7E

p |n\ k n—k

- 1- .

Para calcular o denominador, separamos nos eventos
[E = A] e [E # A], como segue:

IP[ZL]—ICLE LA—l]

J7E
—[P[E AY Lj=kLg= LA_1]
j#E
+IP[E;£A Y Li=kLg= LA_1]
J7E
p ny g n—-k
— 1_
n+1 k)p( P)
2
np” n—1\ 4, (n=1)~(k=1)
1-
T (k 1) a-p)
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Fazendo o quociente entre numerador e denomina-
dor, inferimos que

Ps(Y|Tk)
ar(pra-pn*
22 (pra—p)rk+ 22 () pE A= p)nk
B m
(D+nG)  ()+k() k1
como esperdvamos (ufal!). Agora que ja temos Pg(T})
e Ps(Y|Ty), podemos terminar a solucdo:

n
Y Ps(YITe) - Ps(Te)

Ps(Y) =
k=0
= S L n k n-k
_kg‘o +1(k)p (1=p)
_ n 1 n! n—k
=L G R P P
_ & n! n—k
_g(kﬂ)'(n P
I = R A (n+1)—k
_—p(n+1)k;( ) )p (1-p)
_ 1_(1_p)n+1
- pn+1)
A Segunda Solucao

Vamos usar a parte (b) do Teorema de Bayes para uma
segunda solucdo. Ou seja, vamos “inverter” a proba-
bilidade condicional. Denote por Ylo complementar
de Y, ou seja, YC =Q-Y, que corresponde ao evento
Yplison ndo é o assassino.

Note que Y e Y® formam uma particao do espago
amostral. Além disso, P(S|Y) =1, pois se Yplison é o
assassino, o evento no qual ele tem o perfil sanguineo
tem probabilidade um. Por outro lado, se Yplison ndo
é o0 assassino, a probabilidade condicional de Yplison
ter o mesmo perfil sanguineo do assassino € igual a
p. Logo, HOE p. Dai, aplicando o item (b) do
Teorema de Bayes, temos que

P(SIY)P(Y)

P(SIYV)P(Y) +P(S|YO)P(YT)

L
n+l1

1 n+1+p (1_n+1)
1
n+1

1
m PG
1

P(YIS) =

:1+pn'
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Muito mais facil, né? Mas esta resposta ndo bate
com a primeira solu¢do! Temos um paradoxo, pois as
duas parecem corretas. Onde estd a falha?

A Terceira Solucao

Bem, como as respostas na primeira e segunda solu-
¢Oes nao coincidem, pelo menos uma nao pode estar
correta. Mas qual seria? Antes de encontrar onde estd
o lapso, vejamos uma terceira solugdo, bastante sim-
ples e precisa, que nos indicard qual das duas solu-
¢Oes anteriores é a correta.

Considere, como antes, E€{1,...,n+1} a pessoa es-
colhida aleatoriamente pela policia de maneira uni-
forme e A€ {1,...,n+ 1} o assassino, que também é
aleatério e uniforme, e L € {0,1}**! a lista aleatéria
de zeros ou uns que determina o perfil sanguineo de
cada pessoa. Além disso, cada pessoa (ou seja, cada
entrada de L) é independente e tem probabilidade p
de serigual a1, e E, A e L sdo independentes. Entdo

Ps(Y)

P[E=A|lLy=Lg=1]
P[E=ALa=Lg=1]
P[La=Lg=1]

O numerador acima é dado por

p
n+1

P[E=ALa=Lg=1]|=

e, para calcular o denominador, separamos nos even-
tos nos quais Yplison é o assassino ou nao:

IP[LA:LEZI]:P[LA:LE:].,E:A]

+P[La=Lg=1E#A]
p )pz.

= 1-—
n+1l n+1
Dividindo os valores obtidos, chegamos em

Ps(Y) =

_P_

n+1 — 1
P, np*  1+pn’
n+1 + n+1 P

que coincide com a segunda solucao.

A Correcao

Por incrivel que pareca, o erro na primeira solucao
por assim dizer, € mais de interpretacdo do problema
do que de matematica. Isto o torna mais sutil e dificil
de ser corrigido. Todos os passos nos cédlculos mos-
trados na primeira solugdo sdo validos.

Como [2, pagina 26] aponta corretamente, a falha
na primeira solucdo tem a ver com a férmula (2) para
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a probabilidade Ps(T%). Contudo, comete um lapso
em sua justificativa (que atire o primeiro livro aquele
ou aquela que nunca errou uma demonstracdo). O
autor diz que:

In method (1), we said that the probabi-
lity that there are k other people with John
Smiths’ profile is given by (2). This seems
obvious, but is, in fact, not correct. The
fact that the first person to be checked has
the particular DNA profile, says something
about the total number of individuals with
this profile.

Em traducao livre e adaptada:

Na primeira solugdo, dissemos que a pro-
babilidade de que k pessoas, dentre aquelas
excluindo-se Yplison, tenham o perfil san-
guineo é dado por (2). Isto parece 6bvio, mas
é, deveras, incorreto. O fato que a primeira
pessoa verificada tem o perfil sanguineo diz
algo sobre o total de individuos com este per-

fil

Ou seja, [2] argumenta que Yplison testar positivo al-
tera a distribuicdo da amostra, em outras palavras,
causa um viés, e que a férmula (2) estd errada por tal
motivo. O seguinte argumento empirico parece forta-
lecer esta ideia:

Imagine que vocé tem em maos um saco de balas,
que podem ser de morango ou de menta, de maneira
independente com pardmetro p. Se vocé enfia a mao
no saco, e retira um punhado de balas, e todas as ba-
las retiradas sdo de morango, entdo seria mais prova-
vel que as balas que restaram no saco sejam de mo-
rango, certo?

Na vida real, é razodvel pensar neste caso que reti-
rar um punhado de balas, todas, de morango, enviesa
a amostra. Se sdo 100 balas no saco, e vocé tirou ao
acaso 98 balas, todas de morango, vale a pena apostar
que as duas ultimas também sdo de morango. Tal si-
tuacdo é muito comum em Estatistical, onde o obje-
tivo seria encontrar (estimar) o paradmetro p, que nao
é conhecido. E se um punhado de balas causa um
viés, uma tnica bala também causa. Podemos entao
transpor este argumento para o problema do assas-
sino na ilha, onde esta tinica bala seria Yplison, que
deu positivo.

Mas este ndo € o caso no problema do ilha, onde
p é dado a priori! Se cada bala possui probabilidade

1Em Estatistica, o objetivo grosso modo é estimar a distribui-
¢do de probabilidade, que é desconhecida ou, ao menos, apenas
parcialmente conhecida.
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p e estas sdo independentes, retirar um punhado de
balas, todas de morango, nao afeta a distribuicdo das
que restaram, que continuam sendo Bernoulli de pa-
rdmetro p. Bem, para p = 1/2, digamos, retirar um
montdo de balas, todas de morango, é bem improva-
vel. Mas caso isso aconteca, isso ndo afetard a dis-
tribuicdo das balas restantes! Foi precisamente isso
que demonstramos ao provar (2). Bem, mostramos
no caso de uma bala, mas vale também para um pu-
nhado de balas. Em resumo, a nossa prova de (2) esta
correta sim.

Entao, qual o problema? H4 um viés, de fato, mas
nao devido a Yplison testar positivo. O viés decorre
da existéncia do assassino, que nao foi considerada.
Imagine que Yplison, que testou positivo, ndo é o as-
sassino. Entdo o assassino estd entre as outras n pes-
soas, e isso sim causa um Vviés, porque O assassino
tem o tipo sanguineo encontrado na cena do crime.

Em outras palavras, a férmula (2) foi deduzida cor-
retamente, mas nao representa o problema, porque
condiciona apenas no evento em que Yplison testa
positivo, e ndo considera a existéncia do assassino
(que é positivo e que pode ou nao ser Yplison). Eis a
escondida, sutil falha de interpretacdo do enunciado
na primeira solu¢do. O evento em que condiciona-
mos para encontrar Pg(Ty) deveria ser [Lg=1,L4 =1]
e ndo [Lg = 1]. Note que em (3) consideramos [Lg =
1,L4 = 1] no condicionamento, o que levou correta-
mente a Pg(Y|Ty) = ﬁ, bem como na terceira solu-
¢do do problema que apresentamos.

A seguir, recalculemos Ps(Ty) para corrigir a pri-
meira solucdo. Para k € {0,...,n},

Ps(Ty) :[P>[ Y L= k|LE:LA: 1]
j7E
P[z#ELj —k Lgp=L,= 1]
- P[Lp=Ls=1]

4)

O denominador em (4) é dado por
+P[Lg=La=1,E#A|
2
N
n+l n+1

e o numerador em (4) é dado por
IP[ Y Li=kLg=Ls= 1,E=A]
J#E
+|P[ Y Li=kLg=Ls= l,E;éA]
J#E

p |n) k n—k
= 1-
n+1(k)p 1=p
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2

p'nn-1| ;4 (n-1)-(k-1)

+ 1- .
n+1(k—1)p (1-p)

Fazendo o quociente, obtemos

k+1 [n)] . _
Ps(Ty) = 1-p)" k.
s(Tw) 1+pn(k)p( p)

E, usando esta expressdo, podemos corrigir a segunda
solucao:

Ps(Y) =) Ps(YI|Ty) -Ps(Tp)
k=0

1 k+1 (n

n
:kgbk+1.1+pn
1

:1+pn'

O Problema das Criancas

Vejamos um problema de condicionamento famoso,
o Problema das Criangas, e tracemos um paralelo
com o problema anterior. Vejamos.

Para aquecer, analisemos a seguinte questdo. Uma
familia tem duas criancas. Qual a probabilidade de
serem duas meninas?

Embora ndo tenha sido dito, é comum supor im-
plicitamente indepéndencia e uniformidade em pro-
blemas assim. Logo, temos 1/2 x1/2 =1/4 como res-
posta.

Continuando: Uma familia tem duas criangas.
Dado que hd pelo menos uma menina, qual a proba-
bilidade (condicional) de serem duas meninas?

Denote Q = {(a,a),(0,0),(a,0),(a,o0)} o espaco
amostral, no qual a representa género feminino, o
género masculino, a posicdo no par ordenado indica
quem é mais velho, e assumamos que este espaco é
equiprovavel. Condicionar a saber que héd pelo me-
nos uma menina significa condicionar no evento B =
{(a,a),(a,0),(0,a)}. Usando a definicdo de probabili-
dade condicional, temos que

1/4

Plla,allB) = 17 =

Vejamos agora o problema das criancas com sua
respectiva pseudo-solucido: Uma familia tem duas
criancgas e sabe-se que hd pelo menos uma menina.
Vocé toca a campainha e uma menina abre a porta.

2Mantivemos o enunciado original do problema por uma
questdo histérica. E importante ressaltar que questdes de género
sdo muito mais complexas e profundas do que simplesmente fe-
minino/masculino. Veja a excelente referéncia [3] sobre o as-
sunto, por exemplo.
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Como jd sabiamos que havia pelo menos uma menina,
isto ndo traz nenhuma informacdo adicional. Assim,
a probabilidade de que sejam duas meninas continua
sendo 1/3.

Errado, a crianca abrir a porta traz informacao sim.
E uma situacéo similar ao que fizemos na deducio de
(2), condicionando na existéncia de uma pessoa po-
sitiva (que aqui corresponde a haver pelo menos uma
menina). Inicialmente, cada pessoa era independente
com probabilidade p. Ai condicionamos em haver
uma pessoa positiva (e o total de pessoas deixa de ter
distribuicao binomial). Depois testamos uma pessoa,
Yplison, que da positivo (a crianga abre a porta e é
uma menina). E isto torna a distribuicdo dos demais
novamente binomial com o pardmetro original p.

Vejamos o argumento dado por Meester
neste caso, que é bastante simples e ilustra-
tivo. Meester argumenta que o espaco amostral
Q = {(a,a),(0,0),(a,o0),(a,o)} ndo é adequado, pois
nao caracteriza quem abriu a porta.

Como espaco amostral, precisamos aqui de algo
como

Q={(a*,a),(0*,0),(a*o0),(0*,a)

(a,a*),(0,0"),(a,0%),(0,a™)},

onde o asterisco indica quem abre a porta. Por exem-
plo, o evento {(o0,a*)} representa a primeira crianca
ser um menino, e a segunda crianca ser menina e
ter aberto a porta. Considere este espaco amostral
com uma probabilidade equiprovével. Assim, o pro-
blema acima corresponde a descobrir a probabilidade
de {(a*, a), (a,a*)} condicionado ao evento

{(a*,0),(0,a"),(a",a),(a,a")}

que € igual a 1/2, ndo a 1/3! Para encerrar, note que
o Problema das Criangas ndo é o mesmo que o Pro-
blema da Ilha, pois ndo tem o viés da presenca do as-
sassino, que pode ndo ser Yplison.

Conclusao

Paradoxos sdo ferramentas pedagogicas pode-
rosas. Nada como um paradoxo para testar
(nossos  préprios) conhecimentos e profun-
didade de compreensdo. = Como disse o fisico
Niels Bohr certa vez, “Encontramos um paradoxo!

Agora poderemos avangar!”.
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Introducao
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Figura 1: Uma triangulacao propriamente colorida do
tridngulo A. Vocé consegue localizar todos os subtri-
angulos cujos vértices possuem as trés cores?

Uma das intencdes de termos uma secdo chamada
TEOREMA nesta revista é permitir que o autor fale de
seu resultado matemadtico favorito de uma maneira
mais informal e pessoal do que estamos acostuma-
dos. Portanto, pedindo licenca para usar a primeira
pessoa, mas prometendo nao abusar dessa permis-
sdo, afirmo que meu teorema favorito é o “Lema de
Sperner”.

Vamos comecar com um exemplo. Suponha que
um dado tridngulo A = (v, v1, v2) esteja triangulado,
ou seja, subdividido em tridngulos menores de modo
que dois tridngulos quaisquer ou sdo disjuntos, ou se
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intersectam em um vértice ou aresta comum, cOmo
na figura 1. Agora vamos colorir os vértices vy, v; € v
com trés cores distintas, digamos vermelho, verde e
azul, e todos os demais vértices dos triangulos meno-
res também com as mesmas cores, de maneira arbi-
traria, com a tnica condicao que os vértices interiores
de uma aresta de (vg, v1, V2) ndo podem ter a mesma
cor do vértice oposto a ela (por exemplo, os vértices
sobre a aresta (vp,v;) podem ter a cor de vy ou de
v1, mas ndo a cor de vp). O Lema de Sperner afirma
que, sob essas condicoes, ao menos um dos tridngulos
menores tem seus vértices coloridos com as trés cores
distintas. Destacamos na figura 2 todos os tridngulos
completos da figura 1, ou seja, aqueles cujos vértices
estdo coloridos com todas as trés cores.

Meu objetivo neste artigo é contar um pouco da
histéria deste lema de aparéncia tao singela, explicar
por que ele é meu teorema favorito, demonstra-lo, de
mais de uma maneira, e, j& que trata-se de um lema,
usd-lo para esboc¢ar a demonstracdo de um famoso
teorema.

Historia

Entre 1910 e 1912, o célebre matemadtico holandés
L.E.J. Brouwer publicou uma sequéncia de resultados
que respondiam vdrias perguntas da parte da Mate-
matica que entdo ainda era chamada de “Analysis Si-
tus” (gracas aos trabalhos de H. Poincaré publicados
entre 1899 e 1904), mas que depois viria a se chamar
Topologia. Um desses resultados é o

Teorema (da Invariancia da Dimensdo). Se R™ é ho-
meomorfo a R", entdo m = n.
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Figura 2: Triangulacao de A com todos o0s 5 subtrian-
gulos completos destacados.

A demonstracdo desse teorema afastou de vez as
preocupacées geradas por certos objetos “patoldgi-
cos”, tais como a curva de Peano, uma curva conti-
nua (um objeto unidimensional) que passa por todos
os pontos de um quadrado (um objeto bidimensio-
nal). O Teorema da Invaridncia da Dimensdo mostra
que ndo pode haver uma correspondéncia entre pon-
tos de um intervalo da reta e pontos de um quadrado,
por exemplo, que seja a0 mesmo tempo bijetiva, con-
tinua e com inversa continua.

Segundo J. Dieudonné (7, p. 161],

...[Brouwer] usou sua descoberta [as
aproximacoes simpliciais] para definir rigo-
rosamente a no¢ao de grau de uma aplica-
¢do continua, e entdo prosseguiu, através
das constru¢des mais fantasticamente com-
plicadas, baseando-se exclusivamente nesta
nocdo, até provar os celebrados “Teoremas
de Brouwer”.

Nos anos seguintes, as técnicas de Brouwer foram as-
similadas até que, em 1928, Emanuel Sperner, um jo-
vem de 23 anos de idade, provou o Teorema da Invari-
ancia da Dimensao usando o lema que leva seu nome
[23], ou seja, com técnicas elementares, se compara-
das as empregadas por Brouwer.

Vamos introduzir algumas definicdes para poder
enunciar o Lema de Sperner! de maneira mais pre-
cisa. O operador de face 0; aplicado a um triangulo
A = (v, 11, V2) obtém a aresta oposta ao i-ésimo vér-
tice. Por exemplo, 0gA = (v, v2), 01A = (vg,12) €

1 Existe uma outra proposicio também devida a Sperner, a qual
descreve as maiores familias possiveis de conjuntos finitos, ne-
nhum dos quais contém quaisquer outros conjuntos na familia,
que por vezes também é chamada “Lema de Sperner”.
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02A = (vg,v1). Seja T uma triangulacdo do tridngulo
A. Suponha que para cada vértice v de T associemos
um rétulo L(v) no conjunto {0, 1,2} (podemos usar co-
res nas figuras para representar esses rétulos). Dize-
mos que uma func¢do de rotulagdo L é prépria se

vEN;A=> L) #1,

ou seja, os vértices em uma aresta de A ndo podem
ter o mesmo rétulo do vértice oposto a aresta. Um
tridngulo 7 = (v;, v, vx) € T € completo com relagao a
funcao de rotulacao L se

{L(vi), L(v)), L(vg)} =1{0,1,2},

ou seja, os vértices de T possuem todos os rétulos. A
versao bidimensional do Lema de Sperner que apre-
sentamos na introducao fica assim:

Lema (de Sperner, n=2). Qualquer rotulagdo propria
de uma triangulagdo de um tridangulo possui ao menos
um triangulo completo.

Para o caso n = 3, teriamos uma triangulacao T de
um tetraedro A, ou seja, uma decomposicdo de A em
uma colecdo de tetraedros menores que ou sao dis-
juntos ou se intersectam em um vértice, aresta ou
face comum a ambos. O operador de face funcionaria
de maneira andloga, por exemplo, dado o tetraedro
A = (vg,v1, V2, v3), 02A é a face (vy, 11, v3), € a funcdo
de rotulacao associaria a cada vértice da triangulacdo
um numero no conjunto {0,1,2,3}.

Sperner formulou seu teorema no caso geral uti-
lizando a nocdo de simplexo n-dimensional ou (n-
simplexo). Um 0-simplexo é um ponto, 1-simplexo
é um segmento de reta, um 2-simplexo é um trian-
gulo, um 3-simplexo é um tetraedro e assim por di-
ante. Além disso, se observarmos a figura 2, vemos
que ndo hd apenas um tridngulo completo, mas um
numero impar deles. Fazendo as devidas adaptacoes,
chegamos assim a redacio final do Lema:

Lema (de Sperner, caso geral). Qualquer rotulacédo
propria de uma triangulacdo de um n-simplexo pos-
sui um ntimero impar de n-simplexos completos.

Recomendo a referéncia [17] para quem tiver inte-
resse em entender melhor o enunciado geral do Lema
de Sperner em termos de simplexos, mas aqui vamos
nos limitar ao caso bidimensional, que é suficiente
para entender o caso geral.

Um ano ap6s a publicacdo do Lema de Sperner,
Knaster, Kuratowski e Mazurkiewicz o aplicaram para
provar outro famoso teorema de Brouwer, o
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Teorema (do Ponto Fixo de Brouwer). Uma aplicagéo
continua f : B" — B™ da bola n-dimensional em si
mesma possui ao menos um ponto fixo, ou seja, existe
um p € B" tal que f (p) = p.

O Teorema do Ponto Fixo de Brouwer possui por
si s6 inimeras aplicacdes [20], mas mesmo assim o
Lema de Sperner j4 foi usado para demonstrar, dire-
tamente ou com ligeiras adaptacdes, varios outros te-
oremas importantes da Matematica, tais como o Teo-
rema de Perron-Frobenius [9], o0 Teorema Fundamen-
tal da Algebra [15] e o Teorema da Bola Cabeluda [14],
além de ter encontrado aplicacOes interessantes na
Teoria dos Jogos e na Economia [24]. O ciclo se fe-
chou quando Yoseloff mostrou em 1974 que o Lema
de Sperner pode ser demonstrado por meio do Teo-
rema do Ponto Fixo de Brouwer [25], estabelecendo-
se assim uma interessante equivaléncia entre eles.

Devido a seu cardter elementar e pictérico e as suas
variadas aplicacdes, o Lema de Sperner é muito po-
pular em videos de divulgacdo matematica ([8, 21, 2],
por exemplo) e em trabalhos de conclusdo de curso e
dissertacdes de mestrado. Por exemplo, localizei duas
dissertagoes de PROFMAT sobre o tema [6, 5], a se-
gunda delas orientada pelo prof. Joseph Yartey, nosso
colega de departamento.

Minha histéria Meu primeiro contato com o Lema
de Sperner foi através do livro “A Combinatorial Intro-
duction to Topology”, de Michael Henle [10], ainda no
comec¢o do meu doutorado em Computacao Gréfica,
ou mais exatamente em Modelagem Geométrica, que
é o ramo da Computacdo Grafica que estuda méto-
dos e algoritmos para a representacdo de formas, tais
como curvas e superficies. O objeto mais bésico da
Modelagem Geométrica sao as malhas de tridngulos,
que sdo na verdade complexos simpliciais, como Vi-
ria a aprender, e o livro de Henle contém tudo que eu
precisava saber sobre o bésico de topologia combina-
téria. Lembro de ter ficado particularmente impressi-
onado com sua demonstracdao do Teorema do Ponto
Fixo de Brouwer através do Lema de Sperner.

A minha tese de doutorado [19] acabou sendo so-
bre subdivisdo e deformacdo de malhas de tridngu-
los (e de pseudovariedades combinatérias, em geral)
e na parte de deformacdo eu tive a oportunidade de
aplicar o Lema de Sperner para demonstrar uma certa
propriedade (essencialmente a sobrejetividade da de-
formacdo), o que me deixou muito feliz.

Dei uma palestra sobre o Lema de Sperner no MAT-
FEST da Universidade Federal de Alagoas em 2007 e
confesso ter ficado um pouco apreensivo, pois o prof.
Nicolau Saldanha, primeiro brasileiro a ganhar uma
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medalha de ouro na Olimpiada Internacional de Ma-
temdtica e grande topologista, estava na audiéncia,
assistindo a tudo impassivel. La pelas tantas, eu es-
tava jogando, contra o computador, o “Jogo de Sper-
ner”, no qual os jogadores colocam fichas coloridas
alternadamente num tabuleiro triangular e de acordo
com as regras do Lema de Sperner, de modo que o
perdedor é aquele que formar o primeiro tridngulo
completo. Jogando é forma de dizer, pois eu estava
apenas clicando meio aleatoriamente nas casas, de
tdo nervoso. Até que em dado momento eu passei
a clicar e clicar, sem que nada acontecesse. Depois
de alguns longos e desconfortaveis segundos de silén-
cio, eu constatei que havia vencido o jogo e gritei, le-
vantando os bracos: “Ganhei!”, arrancando risadas da
plateia, inclusive do prof. Nicolau, o que serviu para
“quebrar o gelo”.

Demonstracao

Vamos agora a demonstracdo mais simples do Lema.
Trata-se de uma aplicacdo do principio da contagem
dupla, no qual contamos uma mesma quantidade de
duas maneiras diferentes para chegar a um resultado.

Vamos considerar inicialmente a versao unidimen-
sional do Lema de Sperner. Nela temos um segmento
S subdividido e com os vértices coloridos com duas
cores, sendo que os vértices extremos de S possuem
cores diferentes, como neste exemplo:

‘e ee  eoe

Queremos contar o nimero de subsegmentos que
possuem vértices de cores distintas, quantidade que
denotaremos por #O—@ (no caso acima, #0—@ =5).
Para tanto, vamos contar uma outra quantidade (e
aqui estd o “truque” de Sperner). Seja F(o) o nliimero
de vértices verdes do subsegmento o. Claramente,

F@o—0)=2
Fo—@) =1
F@—o)=1
F(@—@) =0.

Vamos contar

Y F(o),

=)
ou seja, o numero de vértices verdes contados por
subsegmento, de duas maneiras. Por um lado, como
subsegmentos da forma @—@ nao contribuem para
o total, temos que

Y F(0) = #0—@+2 x #0—0, (1)

gesS
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onde #O—@ denota o nimero de subsegmentos com
os dois vértices verdes. Por outro lado, percebemos
que cada vértice verde interior é contado duas vezes
em ) ,cs F(0), jd que é incidente a exatamente dois
subsegmentos, ao passo que o vértice verde na fron-
teira de S é contado uma tnica vez, assim

Z F(o) =#(® na fronteira)
o€S 2)
+ 2 x #(© no interior) .

Igualando as equacdes (1) e (2) e considerando a con-
gruéncia moédulo 2, temos que

#0—@=1 (mod 2), 3)

donde concluimos que #&—@ é impar.
O caso bidimensional é bem parecido. Queremos

contar
i ’3.

ou seja o ntimero de tridngulos completos. No caso
da figura 2, temos que

# &:5.

Seja F(r) o numero de segmentos do tipo
subtriangulo 7. Claramente,

F&:Z
F/_\ZZ
F&:I.

e F(t) = 0 nos demais casos. Assim,

S F(r)=# &+2><# &-i-ZX# N @
TeT

Por outro lado, percebemos que as arestas do tipo

—@ no interior de T sao incidentes a exatamente
dois subtridngulos, enquanto as arestas do tipo ©—@
na fronteira de T sdo incidentes a exatamente um
subtridngulo, donde

—@ no

Z F(1) =#(0—@ na fronteira)
1eT (5)
+ 2 x # (0—@ no interior) .

Comparando as equacdes (4) e (5) e tomando-as mé6-
dulo 2, temos que

# & =#(0—@ na fronteira) (mod 2).
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Mas pelo caso unidimensional, ou seja, pela equagao
3, concluimos que

#&51

que é exatamente a tese do Lema de Sperner, o nu-
mero de tridngulos completos é impar. Observamos
também o padrdo indutivo que pode ser usado para
demonstrar o Lema para qualquer dimensao n.

(mod 2),

\
/
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Figura 3: Triangulacdo de A com todos os 5 subtri-
angulos completos destacados de acordo com a ori-
entacdo: se ao percorrer os vértices no sentido anti-
horério (resp. hordrio) encontramos as cores verme-
lho, verde e azul, nesta ordem, dizemos que o subtri-
angulo tem orientacdo positiva (resp. negativa).

Orientacdo E possivel refinar o resultado do Lema
de Sperner usando a nocao de orientagdo (como es-
tabelecido em [3]). Na figura 3, destacamos em azul
claro os tridngulos completos nos quais as cores ver-
melho, verde e azul aparecem nesta ordem no sentido
anti-hordrio e em vermelho claro os tridngulos com-
pletos nos quais as cores vermelho, verde e azul apa-
recem nesta ordem no sentido hordrio. Podemos ob-
servar que o nimero de tridngulos rotulados com ori-
entacdo positiva (os azuis) é uma unidade a mais que
0os com orientag¢do negativa (os vermelhos) (e por-
tanto o total de tridngulos completos é impar).

A demonstrac¢ado desse fato é bem semelhante a que
fizemos acima. Vamos comecar com o caso unidi-
mensional. Vamos definir G(o) para um subsegmento
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o da seguinte forma:

GO—0)=1+(-1)=0

GO—@) =1
G@—0)=-1
G(@—@) =0,

ou seja, G(o) conta o total de vértices verdes em o de
acordo com sua posicdo: um vértice a esquerda conta
1 e a direita, —1. Assim,

2 Glo) =#0—@—#@—0, ()

g€S
ja que os segmentos @—O e @—@ nio contribuem
para o total. Note que estamos distinguindo agora os
tipos de segmentos completos @—@ e @—© . Por
outro lado, cada vértice verde interior contribui em
Y sesG(o) com +1 para o segmento a sua direita e
com —1 para o segmento a sua esquerda, enquanto
o vértice verde da fronteira de S contribui com 1, de
modo que

)" G(0o) =1+0x #(® no interior). (7)

o€S

Igualando as equacoes (6) e (7), concluimos que
#O0—@ - #@—0 = 1. 8)

Vamos agora ao caso bidimensional. Seja G(7)
quantas vezes o segmento @—@ aparece na fronteira
do tridngulo 7, no sentido anti-hordrio, contando a
orientac¢ao, ou seja,

G &:1
GA -1

G Q:1+(—1):0
ga

=(-1)+1=0

etc. Assim,

) G =# 5 —# 5
TeT
+0x# & +0x# o

Por outro lado, cada subsegmento @—@ no interior
de T contribui com sinais opostos para seus subtrian-
gulos incidentes, donde

©)

)" G(1) = #(©—@ na fronteira)
TeT — # (@O na fronteira) (10)

+ 0 x # (©—@ no interior).
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Igualando as equacdes (9) e (10), vemos que

# &—#A = # (0—@ na fronteira)

—# (@0 na fronteira)
=1,

pela equacdo (8). O padrao indutivo esta claro e po-
demos enunciar outra versao do Lema de Sperner:

Lema (de Sperner, caso orientado). Em qualquer
rotulagdo prépria de uma triangulacdo de um n-
simplexo, o niimero de n-simplexos completos com
orientacdo positiva excede em uma unidade o niimero
de n-simplexos completos com orientagdo negativa.

Outras Demonstracoes

/
ASAVATAN

Figura 4: Podemos também usar cores para colorir
certas arestas do grafo de adjacéncia da triangulacdo
e assim observar certos padroes.

Varias outras demonstracoes do Lema de Sperner
sdo conhecidas. Vamos comentar algumas delas.

Uma demonstracdo bastante intuitiva envolve um
certo grafo construido a partir da triangulacdo. Va-
mos pensar nos subsegmentos do tipo @—® como
portas que dao acesso a quartos, que sdo os subtrian-
gulos de T que possuem ao menos uma porta. Ob-
viamente os quartos possuem ou duas portas (como

A e é ), ou uma unica porta (como é ),

0s quais sdo certamente triangulos completos. Con-
temple a figura 4 por um momento e veja os segmen-
tos azuis que atravessam as portas e que represen-
tam os caminhos possiveis pelos quartos. Se entrar-
mos por uma das portas da fronteira, ou acabaremos
voltando para o exterior do tridngulo, ou chegaremos
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em um quarto com uma Unica porta (que é um trian-
gulo completo). Mas existe um niimero impar de por-
tas na fronteira, como j4 vimos, portanto certamente
algum desses caminhos nos levard a um quarto sem
portas e assim encontramos um triangulo completo!
Por outro lado, se entrdssemos em um dos quartos
com uma Unica porta (talvez pelo telhado) e seguis-
semos as portas, ou chegariamos a uma das portas
da fronteira, que sdo em ntmero impar, ou a outro
quarto com uma Unica porta. Assim, temos necessa-
riamente um nimero impar de tridngulos completos.
Uma demonstracdo completa usando esse argumento
pode ser vista em [4].

\
/
JAVAVAVAY

Figura 5: Instante ¢ = 0.02 da anima¢do do movi-
mento dos vértices da triangulacdo em direcdo aos
vértices de mesma cor nos cantos de A.

Um belo argumento “animado” envolvendo 4rea foi
descoberto recentemente [18]. A ideia é mover si-
multaneamene todos os vértices v; da triangulacao T
para os vértices de mesma cor que estdao nos cantos
do tridngulo maior (os vértices vy, v; e v2), ao longo
de segmentos de reta. Ou seja, consideramos as tri-
angulacoes T'(f) que possuem as mesmas relagoes de
incidéncia que T mas cujos vértices sao da forma

vi() =10 -0Dv; +tvrw,),

com ¢t variando continuamente no intervalo [0,1].
Quando t = 0, temos a triangulacdo original da fi-
gura 3. Para t =0.02 e t = 0.06 temos as triangula-
coes das figuras 5 e 6, respectivamente. Note como
os vértices vao sendo “atraidos” para os vértices do
tridngulo maior de mesma cor. Seja agora A(f) a
soma das dreas (com sinal) de todos os subtridngulos
de T'(t), onde estamos supondo que os subtridngulos
de T'(0) = T estejam orientados positivamente e que
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Figura 6: Instante ¢t = 0.06 da animacdo do movi-
mento dos vértices da triangulacao em direcdo aos
vértices de mesma cor nos cantos de A.

A(0) = 1. Lembro que a drea com sinal de um trian-
gulo (A, B, C) é dada pelo determinante

Jroro
Area(A,B,C)=~| Ay By Cx
Ay BJ’ Cy

Como a triangulagdo é prépria, os vértices sobre as
arestas “deslizam” sobre elas e os vértices internos
permanecem contidos no tridngulo durante o movi-
mento, de modo que T'(t) é sempre uma triangulacdo
do mesmo tridngulo inicial. Também € intuitivo que a
area A(t) é sempre unitdria, pelo menos para ¢ em um
intervalo [0, fy], com fy > 0 suficientemente pequeno,
pois os vértices ndao tém “tempo” neste periodo de
atravessar arestas. Mas como A(f) é um polindmio
em t (verifique!), isso significa que A(t) é constante,
ou seja A(t) =1, para todo ¢ € [0,1]. Vamos ver qual o
valor de A(1). Ora, os subtridngulos ndo completos
de T(1) sdo colapsados em vértices ou arestas, que
possuem drea nula. Somente os subtridngulos com-
pletos contribuem para a soma, aqueles cujos rotulos
possuem orientacao positiva contribuem com +1, ja
que assumimos que o tridngulo maior também pos-
sui orientagdo positiva, enquanto aqueles cujos rétu-
los possuem orientacdo negativa contribuem com —1.
E assim obtemos exatamente o resultado do caso ori-
entado do Lema de Sperner: o nimero de simplexos
completos com orientacdo positiva excede em uma
unidade o ntiimero de simplexos completos com ori-
entacao negativa!

Como dissemos, Yoseloff [25] mostrou que o Lema
de Sperner pode ser demonstrado usando-se o Teo-
rema do Ponto Fixo de Brouwer. Mais exatamente,
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ele mostrou que se o Lema de Sperner fosse falso,
seria possivel construir uma aplicacdo continua de
um simplexo em si mesmo que ndo possuisse pon-
tos fixos, o que seria uma contradicdo. Como estou
mais interessado em argumentos elementares, nao
vou considerar essa classe de demonstragées indire-
tas aqui.

Uma outra demonstracao elementar foi feita 2 anos
antes da de Sperner! Isso mesmo, o Lema de Sper-
ner € essencialmente equivalente ao Lema de Alexan-
der, provado em 1926, histéria bem contada em [12].
Em resumo, Alexander produziu um extensa teoria
sobre propriedades das aplicagdes simpliciais (aplica-
¢coes entre complexos simpliciais que levam simple-
xos em simplexos) e uma delas é justamente o Lema
que leva seu nome. Os lemas sdo equivalentes, mas
h4 uma diferenca crucial, que explica o sucesso do
Lema de Sperner: o Lema de Sperner trata de rotu-
lacdes dos vértices, ou seja, inteiros associados aos
vértices, os quais podem ser interpretados de varias
maneiras, o que torna sua aplicabilidade maior, en-
quanto o Lema de Alexander é sobre aplicacdes que
levam vértices em vértices, o que é algo mais especi-
fico. Além disso, o Lema de Sperner é autocontido,
enquanto o Lema de Alexander é o resultado de uma
longa sequéncia de defini¢des e proposicoes auxilia-
res. Recomendo a referéncia acima para quem tiver
interesse nos detalhes. 2

“Minha Demonstracao”

Nao poderia terminar de falar das demonstracdes do
Lema de Sperner sem falar da “minha demonstracao”.
Nao posso garantir que seja original, mas nunca a vi
escrita antes. A ideia é mostrar que uma subdivisdo
cria ou destréi tridngulos completos aos pares.

Vamos inicialmente subdividir um tridngulo rotu-
lado 7 em trés subtridngulos, inserindo um vértice v
em seu interior, 0 que chamamos de subdivisdo cen-
tral. Temos que considerar trés casos. (i) Se T é com-
pleto, apenas um dos subtridngulos serd completo
também, qualquer que seja a cor de v, uma vez que
os outros dois necessariamente compartilham uma
aresta com duas cores iguais:

AN\

(ii) Se T é quase completo, ou seja, falta apenas uma
cor para ser completo, uma subdivisdo central com

2Existem também generalizacdes do Lema de Sperner que fo-
ram descobertas por Tucker e Fan (ver [22]).
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a insercao de um vértice desta cor faltante produzira
dois subtriangulos completos:

/N\— /A

Note que neste caso os subtridngulos completos tém
orientacdes opostas. A inser¢do de um vértice de ou-
tra cor ndo pode produzir tridngulos completos. Fi-
nalmente, (iii) se 7 ndo é nem completo nem quase
completo, a inser¢do de um novo vértice ndo pode
criar tridngulos completos. Assim, uma subdivisdo
central ou ndo altera o numero de tridngulos com-
pletos, ou aumenta o niimero em 2. Se levarmos em
conta a orientac¢ao, temos que uma subdivisdo central
ndo altera a soma algébrica das orientacoes.

Outra subdivisdo possivel é uma subdivisdo de uma
aresta €. Ao invés de considerar todos os casos pos-
siveis, vamos implementar uma subdivisdo de aresta
usando subdivisdes centrais e uma fusdo de vértices.
Temos dois casos: (i) se a aresta € for interna, para
subdividi-la criando um vértice v em seu interior, va-
mos inicialmente aplicar uma subdivisdo central em
cada um dos tridngulos incidentes a ela inserindo vér-
tices v’ e v” da mesma cor de v:

/N _ A
\VARR 4

Como ja vimos, isso ndo altera a paridade do niimero
de tridngulos completos ou a soma algébrica de suas
orientacdes. Agora vamos “mover” os dois vértices v’
e v" em direcdo a v para fundi-los em um tnico vér-

A A
A

Note que a fusdo dos vértices provoca o colapso dos
dois triangulos incidentes a aresta €, mas é claro que
um deles é completo se, e somente se, o outro tam-
bém é, portanto essa fusdo de vértices também pre-
serva a paridade do niimero de tridngulos completos
ou a soma algébrica de suas orientacdes. (ii) Se a
aresta € for de fronteira, para subdividi-la inserindo
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um vértice v em seu interior, também efetuamos pri-
meiro uma subdivisdo central no tridngulo incidente
a €, inserindo um vértice v’ da mesma cor de v:

A

Mas, como € é de fronteira, a cor de v (e v') ndo pode
ser igual a do vértice de A oposto a aresta que contém
€, portanto o triangulo colapsado quando fundimos v
e V' é necessariamente nédo completo:

A

E também a paridade do niimero de tridngulos com-
pletos ou a soma algébrica de suas orientacdes € in-
variante.

Essas operacdes de subdivisdo sdao denominadas
subdivisées estelares [16]. No caso, estamos combi-
nando uma subdivisao estelar com uma atribuicdo de
rétulo (ou cor) ao vértice inserido, ou seja, estamos
construindo uma funcao de rotulacado L;;; a partir de
L; a medida que subdividimos a triangulacdo T; para
obter a triangulacdo T;.;. Vamos chamar essa com-
binacdo de subdivisdo estelar com rotulacdo. Dize-
mos que uma subdivisdo estelar com rotulacdo apli-
cada a uma triangulacdo de um simplexo é propria se
o rétulo do vértice inserido obedece as condicdes do
Lema de Sperner, ou seja, se a funcao de rotulacdo
L;+1 é propria sempre que L; é propria. Vamos cha-
mar de Tp a triangulacdo do n-simplexo A que con-
tém um unico n-simplexo e Ly uma funcao de rotula-
¢do completa definida nos n+ 1 vértices de Ty (por-
tanto Tp tem um Unico tridngulo completo). Pode-
mos resumir o que encontramos da seguinte forma: a
paridade do niimero de n-simplexos completos (ou a
soma algébrica de suas orientacdes) de uma triangu-
lacdo prépria de um n-simplexo € invariante por sub-
divisdes estelares préprias, donde chegamos ao se-
guinte

Lema (de Sperner, versdo estelar). Se (Ty,,Ly,) é um
par triangulagdo-rotulagdo obtido de (Ty, Ly) por uma
sequéncia de m subdivisoes estelares proprias, entdo
existe um numero impar de n-simplexos completos em
(Tyn, L) (ou o nuimero de simplexos completos com
orientagdo positiva em (Tp,, Ly,) excede em uma uni-
dade o niimero de simplexos completos com orienta-
¢do negativa).

A versdo estelar do Lema de Sperner pode parecer
mais fraca que as outras versdes que vimos, pois se
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/\L

Figura 7: Exemplo de como podemos produzir tri-
angulacdes arbitrariamente refinadas com subdivi-
sOes estelares: a partir do triangulo inicial (cima,
esquerda), aplicamos uma subdivisao central (cima,
centro) e em seguida uma subdivisdo de aresta, para
cada aresta do tridngulo inicial, obtendo a primeira
iteracao da subdivisdo baricéntrica (cima, direita). O
processo é repetido para cada subtriangulo da pri-
meira iteracdo e obtemos a segunda iteracao (baixo,
direita).

aplica apenas a triangula¢des obtidas através de uma
sequéncia de subdivisbes estelares. Mas, em geral,
esse é o0 caso nas aplicacoes do Lema de Sperner 3,
com frequéncia usamos subdivisées baricéntricas, por
exemplo, que podem ser expressas em termos de sub-

divisoes estelares (ver figura 7).

Gosto desse argumento porque ele é quase 6bvio:
uma quantidade de objetos é impar porque ela é o
resultado de um processo que, comecando de um ob-
jeto, sempre acrescenta ou remove pares de objetos.

O Teorema do Ponto Fixo de Brouwer

Vamos agora esbogar brevemente a demonstracdo
do Teorema do Ponto Fixo de Brouwer através do
Lema de Sperner. Vamos considerar apenas o caso
de uma aplicacdo continua f : A — A do tridngulo
A = (vg,v1,12) em si mesmo. Para poder aplicar
o Lema de Sperner, precisamos atribuir um rétulo
L(v) € {0,1,2} aos vértices das triangulacdes que va-
mos construir. Essa atribui¢do fica mais simples se
usarmos coordenadas baricéntricas. Cada ponto p €
A pode ser localizado de maneira tnica pelo vetor

3Além disso, toda triangulacdo de um rn-simplexo pode ser ob-
tida através de uma sequéncia de subdivisdes estelares e suas in-
versas. Isso foi demonstrado por Newman, no caso combinatoério,
e por Morelli e Wlodarczyk, no caso geométrico. Mas esses resul-
tados sao dificeis (cf. Secao 2 de [13]).
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w(p) = (wo(p), w1(p), w2(p)), com

_ Area(p, v, V2)

wo(p) = Area(vy, v1, U2)
_ Area(vy, p, V2)
wilp) = Area(vy, v1, U2)
Arealvg, vy, p)

Area(vy, 1, U2)’
onde claramente w; =0 e
wo(p) + wi(p) + wa(p) = 1.

Também € fAcil verificar que um ponto p estd na
aresta 0;A se, e somente se, w;(p) =0.
Vamos definir agora a func¢ado

g(p)=(go(p), g1(p), &(p),

com
8o(p) = wo(f(p)) — wo(p)
gi1(p)=wi(f(p))—wi(p)
& (p) = war(f(p) —w2(p).
Note que

goP)+e1(p)+gp =1-1=0 (11

e g(p) =(0,0,0) se, e somente se p = f(p), ou seja, se
p é um ponto fixo de f. Esse vetor g(p) é o vetor que
liga p a f(p) expresso em coordenadas baricéntricas
e que, intuitivamente, aponta para o interior, sempre
que p estd sobre a fronteira de A.

Suponha agora que p ndo é um ponto fixo, de
modo que nem todas as coordenadas de g(p) sdo nu-
las. Pela equagdo (11), ao menos uma das coordena-
das de g(p) é negativa e ao menos uma € positiva.
Seja L(p) o indice da menor coordenada de g(p) (se
existirem duas coordenadas iguais e negativas, seja
L(p) o menor dos indices). Assim,

8L (p) <O0.

Se p estd na aresta 0;A, entdo w;(p) =0 e consequen-
temente g;(p) = w;(f(p)) =0, que ndo é um valor ne-
gativo, portanto i é diferente de L(p), logo

pediA=L(p) #1,

que é a condicao para uma rotulacao ser prépria.

Se p é um ponto fixo, por acaso, atribuimos a L(p)
um indice arbitrario que garanta que a rotulacao seja
prépria. Por exemplo, podemos fazer L(p) =0se p ¢
0oA e L(p) =1, caso contrario.
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Em qualquer dos casos, temos que a funcao de ro-
tulagdo L satisfaz

gL(,,)(p) <0. (12)

Vamos construir agora uma sequéncia T; de trian-
gulacoes de A que vao ficando cada vez mais refina-
das a medida que i cresce, ou seja, T; é tal que o dia-
metro do subtridngulo de maior didmetro de T; tende
a zero quando i tende a infinito. Podemos obter essa
sequéncia tomando sucessivas subdivisdes baricén-
tricas do tridngulo A, por exemplo.

Rotulando os vértices de cada T; com a funcao L e
aplicando o Lema de Sperner, obtemos uma sequén-
cia de tridngulos completos 7; € T; cujos didmetros
tendem a zero quando i tende a infinito. Facamos
pj,i o vértice de 7; rotulado com o indice j (assim,
L(pj i) = J) e p; o baricentro de 7;, ou seja,

_PoitpLit P
i— —3 .

Como A é um conjunto compacto, p; possui uma
subsequéncia convergente, de modo que, passando a
uma subsequéncia de p; se necessdrio, podemos as-
sumir que p; converge para um certo ponto p.

Vamos mostrar que este ponto p é um ponto fixo
de f. Como o didmetro de 7; tende a zero, isso sig-
nifica que seus vértices p;; também convergem para
p. Ora, como g é uma func¢do continua, segue que
glp j,,-) converge para g(p). Mas pela equacgdo (12),
gj(pj,i) <0, portanto g;(p) <0 e pela equacdo (11),
a unica chance disso ocorrer € se g(p) = (0,0,0), logo
p é um ponto fixo.

Esse argumento é uma adaptacao do que li no livro
de M. Henle citado acima. Mas é possivel demons-
trar o Teorema de Brouwer usando o Lema de Sperner
também usando a ideia de retracédo [11] ou a ideia de
cobertura de fechados (1], que foi o método usado por
Knaster, Kuratowski e Mazurkiewicz na década de 20,
0 que mostra mais uma vez a flexibilidade do Lema
de Sperner.

Conclusao

Acho que ficou claro o quanto gosto do Lema de
Sperner. Espero que este artigo sirva para desper-
tar o interesse pelo “Meu Teorema Favorito” e pela
Matemadtica em geral nas novas geracdes. Algu-
mas das figuras exibidas neste artigo foram gera-
das manipulando um sifte interativo que desenvolvi
e que estd diponivel em https://observablehq.
com/@vinicius-mello/sperners-lemma.
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DIALOGO

Eliza Maria Veras da Silva

GEIGEIEE.
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Mdrcia Barbosa de Menezes

A sec@o DIALOGO da Revista de Matematica Hipdtia
é um espaco de encontros, conversas, trocas de ideias
e divulgacdo de histéria de vida, trajetérias académi-
cas e realizacoes das pessoas que contribuiram para a
construcao da Matematica.

Neste momento, abriremos nosso encontro conver-
sando com a primeira Doutora em Matemadtica da
Bahia e uma das primeiras do Brasil, a doutora Eliza
Maria Ferreira Veras da Silva — uma mulher que pode
ser reconhecida como uma “guerreira negra”.

Agradecemos imensamente a professora Eliza pela
oportunidade de conhecermos um pouco da sua tra-
jetoria de vida académica.

Pequena Biografia

Eliza Maria Ferreira Veras da Silva nasceu no dia 4 de
fevereiro de 1944, na cidade de Itubera, Bahia, filha
de uma relacao inter-racial, entre Dahil Ferreira, mae
branca e dona de casa, e Edgard Moreira Rosa, pai ne-
gro e coletor da Receita!. Na época em que Eliza ter-
minou o ensino primdrio, para prosseguir os estudos
era necessdrio fazer o chamado exame de admissdo
ao gindsio. Ela ja demonstrava bom desenvolvimento
escolar e queria prosseguir os estudos. Como residia
no interior, s6 lhe restavam duas opc¢des: escola pu-
blica ou escola particular para formar-se como pro-
fessora primdria. Mas sua condicdo financeira nao
lhe permitiria escolher a escola privada. Com a in-
tervencao de seu tio, que trabalhava na escola parti-

1A funcdo de Coletor de Impostos, segundo Eliza, represen-
tava, na época, a terceira autoridade do Municipio: Prefeito, Pa-
dre, Coletor de Impostos.
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cular, Eliza teve a chance de participar do exame e,
caso fosse aprovada, teria a oportunidade de receber
uma bolsa de estudos para prosseguir sua formacao.
Eliza foi aprovada e continuou seus estudos até a cha-
mada Escola Normal, correspondendo ao Ensino Mé-
dio atual.

Figura 1: Professora Eliza Maria.

Durante o periodo do curso de normalista, Eliza foi
uma excelente aluna, manteve durante todos os trés
anos de estudo a média 10 (dez) em todas as discipli-
nas — um mérito exemplar, o que a levou a ser agraci-

ada com uma bolsa de estudos ofertada pela Phillips
2

2Na verdade, foram duas bolsas: no segundo ano do curso,
Eliza recebeu uma bolsa da Philipps para custear os estudos do
32 ano. E, no final do curso, recebeu outra bolsa da Philipps
como prémio. A Phillips € uma empresa holandesa com produtos
voltados para a tecnologia, produtos de consumo e estilo de vida.
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A premiacdo recebida pela Phillips proporcionou a
Eliza a oportunidade de comecar a sonhar com um
voo mais alto em direcdo aos estudos universitarios,
algo até entdo inimagindvel para uma jovem de baixa
renda.

Com a premiacdo, Eliza resolveu se mudar para Sal-
vador e prestar concurso para docente estadual. Foi
aprovada e nomeada professora do Estado assumindo
a funcdo no Colégio Anténio Euzébio no turno no-
turno e, paralelamente, se preparava para realizar o
Exame Vestibular. Com o cora¢do pulsando pelo es-
tudo da matemdtica, Eliza fez vestibular na Univer-
sidade Federal da Bahia em 1964 e foi aprovada em
2° lugar. Formou-se em 1967 nas duas habilitacoes,
Licenciatura e Bacharelado, iniciando entdo sua tra-
jetéria académica.

Comecou a lecionar no Colégio Central, no cha-
mado Curso Colegial, ingressando depois, em 1969,
no Instituto de Matemadtica da UFBA como docente,
assumindo o cargo de Auxiliar de Ensino, com carga
hordria de 20 horas. Nesse periodo, ela conviveu com
a professora Lolita Campos Carneiro, diretora do Ins-
tituto na época, que lhe ofereceu uma bolsa de estu-
dos de 8 meses, financiada pela Unesco, para a reali-
zacdo do curso de mestrado na Franca. Em 1973, ela
concluiu seu mestrado com a dissertacao intitulada
“Matrizes de Permutacdo e Leis de Casamento nas
Sociedades Primitivas”, defendida na Universidade de
Montpellier, sob a orientacdo do matemadtico brasi-
leiro, residente na Franca, Artibano Micali.

Eliza voltou ao Brasil e continuou seus estudos,
mantendo o intercambio de orientacdo com o profes-
sor Artibano. Ap6s um periodo, o professor Artibano
conseguiu uma bolsa de estudos do governo francés
para ajudé-la a voltar a Franca e realizar seu douto-
ramento. Eliza defendeu sua tese de doutorado em
Algebra, intitulada “Algebras Nao Associativas”, em
1977.

Eliza foi construindo suas estratégias de sobrevi-
véncia, superando muitas vezes seus proprios limites
de cansaco fisico e emocional, na luta para progre-
dir no espaco profissional escolhido. Ao alcancar o
grau de Doutora em Matemadtica, ela se tornou mere-
cedora de reconhecimento e de exemplaridade para
outras mulheres negras, que podem confiar em seus
proéprios potenciais pessoais e culturais.

Entrevista

RMH — Como e quando surgiu o seu interesse pela
Matematica?
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Eliza— Na verdade, nao sei lhe dizer quando e nem
como surgiu meu interesse. O que eu posso lhe dizer
é que sempre fui boa aluna em todas as disciplinas.
Como a Matemadtica é uma disciplina exata, eu co-
mecei a ter uma tendéncia maior para estuda-la e fui
me apaixonando e me aprimorando. Na quarta série
do Curso Primdrio (atual Ensino Fundamental), tive
nota dez em todas as matérias, inclusive em Matema-
tica. Entdo, fui estudando, me sentindo empolgada
e, quando chegou a época do vestibular, fiz a escolha
pela Matematica. Sempre adorei estudar Matematica
desde pequena. Tinha facilidade. Nao houve incen-
tivo de pessoas, professores/as, o gosto pela matema-
tica foi algo meu, veio de dentro. Foi espontaneo.

RMH — Quais foram as maiores dificuldades que
encontrou no estudo da Matemética?

Eliza— Na verdade, nio tive dificuldade, pois sem-
pre foquei meu interesse na disciplina e achava pra-
zeroso estudar.

RMH — Como vocé vé a situacdo do ensino da Ma-
temadtica no Brasil nos dias atuais?

Eliza — Olhe, eu acho o seguinte: um dos moti-
vos de os estudantes ndo gostarem da Matematica é
a disciplina ndo ser bem transmitida para eles. Como
nao é bem transmitida, eles vao levando de qualquer
jeito e passam a dizer que ndo gostam da matéria.
Eu nunca tive problema com meus alunos, porque eu
gostava de ensinar. Ensinava com amor, com carinho,

detalhando os contetidos.

RMH — E em relacdo ao género, acha que ha di-
ferencas entre aprendizado e interesse de meninos e
meninas?

Eliza — Nao, de forma alguma. Tanto os homens
quanto as mulheres podem se desenvolver da mesma
forma, o importante é estarem fazendo o que gostam,
o que desejam. Nao hi diferenca cognitiva. O que
acho é que os homens visam mais o lado material
das coisas, da profissao, as mulheres, ndo. Nés bus-
camos o nosso ideal, lutamos com garra para alcan-
¢armos o que queremos. Mas as mulheres realmente
mantém uma ligacdo forte com a familia. As mulhe-
res assumem a casa, a criacdo dos filhos, é uma dupla
jornada. Isso pode abalar a trajetéria profissional das
mulheres. Os homens estéo livres desses atributos.
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RMH — Em sua opinido, a questao das tarefas do-
mésticas interfere no desenvolvimento/producdo de
homens e de mulheres? Como era na sua época e
como Vvé isso agora?

Eliza — Como jé estou afastada do campo acadé-
mico, nao sei bem dizer, mas realmente as mulheres
assumem as tarefas e o cuidado com a casa e filhos.
Acho que deve haver ajuda. Na minha época, eu vivia

com mamade e tinha ajuda, isso ndo me preocupava.

RMH — Como a senhora vé a presenca das mulhe-
res no trabalho cientifico?

Eliza — Eu acredito que qualquer pessoa pode re-
alizar o que deseja. E preciso estudo e empenho em
todas as areas.

RMH — Como foi sua trajetéria em Matemaética en-
quanto mulher negra?

Eliza— Eu vivi a discriminacdao no momento de re-
alizar meu exame de admissao na época. Fiz o exame
e, na época, havia uma verdadeira euforia e atencao
pelos resultados. Eu estava na pracinha brincando
durante uma quermesse, quando ouvi um comenta-
rio entre varias maes que conversavam na praca: “Ah,
saiu o resultado da admissao da Escola Normal, quem
passou em 12 lugar foi uma ‘neguinha ai’ ”. Eu ainda
ndo sabia que essa ‘neguinha’ era eu. Esse discurso
era porque havia outras meninas de classe, filhas de
A e B, que ndo passaram. Depois ndo observei isso,
inclusive tive muitas colegas lourinhas e de olhos ver-
des de quem frequentava a casa, e ndo havia discrimi-
nacdo. Porém, quando eu ia ao saldo de beleza com
mamae — eu adorava pintar as unhas desde os sete
anos —, mamae ficava revoltada quando acontecia al-
guma insinuagdo em relacdo a eu nao ser filha dela
(m3e branca, filha negra).

RMH — Havia outras mulheres negras durante sua
formacao, durante sua vida académica?

FEliza — Em toda minha trajetéria académica, sem-
pre convivi com pouquissimas pessoas negras na sala
de aula, mas quero dizer que nao havia problemas,
gracas a Deus. Olha, acho que o fato de minha
mae ser uma mulher ‘alva’ e minha irma Virginia ser

branca atenuava a discriminacao.
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RMH — A senhora tinha nocédo do quanto seu titulo
de Doutorado em Matemadtica seria um importante
trunfo de exemplaridade para as novas geracoes?

Eliza — Olhe, sinceramente, eu nunca me apeguei
a isso ndo. Atualmente é que tenho recebido pes-
soas aqui que me dizem isto de ser a primeira dou-
tora negra em Matemadtica, mas eu nunca tinha me li-
gado nesse fato. Eu sempre levei “en passant”. N3o fiz
nada pensando em titulos. Fui fazendo meus aprimo-
ramentos nos estudos sem essa preocupacdo de ser
isso ou aquilo. Fiz o mestrado e o doutorado porque
apareceu essa oportunidade na época. Era jovem, tive
bolsa, confiei e eu fui fazendo. Nada foi pensado na

época. Ia fazendo os cursos e deixando para l4.

RMH — Por que acha que o titulo de Primeira Dou-
tora em Matemdtica da Bahia e do Brasil ficou invisi-
vel durante muito tempo?

Eliza — Nao sei dizer, o que sei é que s6 comecou
a se falar nisso quando minha ex-aluna Marcia come-
¢ou a investigar. Ou seja, minhas alunas comecaram
a buscar a histéria e foram resgatando as realizacdes.
Foram mulheres que tiraram do apagamento minhas

realizacoes.

RMH — Como a senhora vé o protagonismo das
mulheres negras matemadticas nos dias atuais?

Eliza — Nunca deixei que a questdo da cor da pele
interferisse na minha vida, exatamente por isso, ndo
sei bem dizer sobre isso. Porque, para mim, ndo im-
porta a cor, o importante é termos pessoas realizando
e conquistando seus espacos de forma pessoal e ho-
nesta.

RMH — Que conselho daria para que o ensino de
Matemadtica seja algo divertido/atraente?

Eliza — O conselho é fazer com que os alunos se
atenham mais aos estudos. Os assuntos sejam apre-
sentados com maior prazer e, principalmente, de
forma correlacionada com o dia a dia das pessoas. A
interacdo entre os tépicos é fundamental. Eu acho
que a formacao dos professores é muito importante.
Os primeiros anos de estudos para as criancas deve-
riam ser realizados por docentes capacitados para o
ensino da Matematica, dessa forma, o medo da disci-
plina seria amenizado.
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RMH — O que mais gosta no estudo da Matema-
tica?

Fliza — Em matemadtica eu adoro tudo. Tenho pra-
zer nos estudos, no ensinar, enfim, adoro.

RMH — O que diria para incentivar mais meni-
nas/meninos a estudarem Matematica?

Eliza — Primeiro, eu mostraria para eles que a Ma-
temdtica estd presente em tudo na vida e, dessa
forma, eles deveriam observar a importancia desse
estudo. Tem Matemadtica na cozinha, nas compras,
nos trocos, no futebol, enfim, em cada detalhe da

vida.
RMH — Tem ainda algo que gostaria de registrar?
Eliza — Gostaria de dizer que a formac¢do dos pro-

fessores e das professoras é fundamental. E impor-
tante que o ensino esteja nas maos de pessoas que
sintam prazer em ensinar, que se aprimorem e bus-
quem transmitir o conhecimento de forma empol-
gante. Além disso, quero dizer que ndo importa se
é menino ou menina, branco, loiro, negro, qualquer
pessoa pode estudar e ser o que quiser ser, realizar os
sonhos que desejar.

Entrevista realizada para a Revista de Matemaética Hi-
patia (RMH) pela docente do IME Madrcia Barbosa de
Menezes em 15 de dezembro de 2022 na residéncia
da professora Eliza.

Marcia Barbosa de Menezes é docente
do Departamento de Matemaética da
UFBA. Mestra em Matematica e Dou-
tora em Estudos Interdisciplinares so-
bre Mulheres, Género e Feminismo.
Atua na Pesquisa com o tema: “Tra-
jetérias de Mulheres Matemadtica na
Bahia: desafios e superagdes”, e no projeto de Exten-
sdo “Matemdtica é coisa de Menina”. Seu foco é in-
centivar meninas e jovens mulheres a admirarem, in-
gressarem e permanecerem atuantes na drea das Ci-
éncias Exatas.
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em Combinatoria
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Samuel Feitosa

Um problema de motivacao

O leitor ja deve ter se deparado alguma vez com
problemas recreativos, mais popularmente conheci-
dos como Puzzles ou Quebra-cabecas, que contém
alguma pergunta divertida cuja solu¢do depende de
algum argumento matemadtico ou do emprego de al-
guma TECNICA inusitada. Esse é o propésito do exer-
cicio a seguir.

Exercicio 1. Um triminé é um retdngulo3x1. Um mo-
nominé é um tinico quadrado 1 x 1. Quais as possiveis
posicoes de um monominé em uma cobertura de um
tabuleiro 8 x 8 usando 21 triminds e 1 monominé?

Convidamos o leitor a tentar resolvé-lo antes de con-
tinuar a ler nas préximas linhas a solucdo (inespe-
rada) que envolverd nimeros complexos.

Preliminares

Dado um n inteiro positivo, uma raiz n-ésima da uni-
dade é qualquer nimero complexo w que satisfaz a
equacao

x"=1. (1)
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, , 2 21
Um desses ntimeros é w = cos— +isen— e qualquer
n n

outro que também satisfaz a equacado é uma de suas
poténcias:

v

Essas poténcias sdo os vértices de um poligono re-
gular de n lados com centro na origem. Existe uma
estrutura algébrica atrelada as raizes de (1) que cria
uma importante conexdo com fendmenos de conta-
gem. A primeira parte dessa estrutura é que o pro-
duto de quaisquer duas raizes também é uma raiz. De
fato, se x' =1 e x}' =1, entdo (x;x2)" = 1. A segunda
parte é que o inverso de uma raiz também é uma raiz,
pois se x =1 entdao (1/x)" = 1. A tabela a seguir é
um exemplo de tabuada multiplicativa das raizes cu-
bicas da unidade, i.e., das raizes de x> = 1. Note que
wd=uw’=1.

Vejamos um exercicio envolvendo uma raiz quarta da
unidade e ntimeros binomiais.
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Exercicio 2. (ITA) Para cada n, temos que
4n 4n 4n
1- + - = +1
2 4 4n-2
é igual a:

b) 22" c) (1) 2"
e) (_1)n+1 .21’1.

(1) (_l)n '22}1
d) (_1)n+1 .22}’1

Solucao. Para calcular a soma dos niimeros binomi-
ais de indices pares ou impares, é conhecido o uso da
soma (1+1)" + (1-1)". Como i*> = -1, para encontrar
a soma alternada descrita no problema, calculemos

4n 4
i+ = Y ( n)ik
i=o\ k
2n 4 i
(+DH2" = Z('?)izf
j=0\2J
+ znil n i
S \2j+1
) ZZ"(ALn)
en" = | =D/
j=0\2J
2n—1 an
l( Y ( . (-1
i=0 2j+1
Como (2i)*" = (=1)""22" é niimero real, podemos con-
cluir que
2n 4 .
Z( '7)(—1)f = (~D"2%"e
j=0\2J
2n—-1 an .
Y|, |-/ = o
20 2j+1
A resposta é a letra A.
Outra propriedade relevante sobre raizes n-

ésimas da unidade é que a soma de todas

elas é sempre zero. Para verificar isso, se

2 21 5 n B
w =cos— +isen—, entdo w*—1=0 e dai
n n

n-2

w-Dw" ' +w"?+...w+1)=0.

Como w # 1, temos
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De forma mais geral, se n{ k, como w* # 1, temos

k
_ _ w* -1
whk=D k=2 kel = ———
wk—1
-1
wk -1
= 0.

Agora, vejamos uma aplicacdo real em um problema
de combinatéria. E possivel cobrirmos um tabuleiro
6 x 10 com pecas 1 x 4, que podem ser colocadas na
vertical ou horizontal sem sobreposicao?

Uma abordagem natural é contar o total de quadradi-
nhos do tabuleiro, que é 6-10 = 60, e notar que ele é
multiplo de 4. Assim, precisariamos de 60/4 = 15 pe-
cas 1 x 4 para cobrir. Infelizmente, apenas essa con-
dicdo ndo € suficiente. Por exemplo, apesar de um
tabuleiro 2 x 2 ter uma quantidade de quadradinhos
multiplo de 4, claramente ndo podemos cobri-lo com
pecas 1 x 4. Por outro lado, se uma das dimensdes do
tabuleiro for multiplo de 4, é f4cil imaginar uma co-
bertura: basta cobrir esse lado com pecas enfileiradas
e repetir essa configuracao nas demais linhas ou co-
lunas.

O préximo teorema responde essa pergunta em geral.

Teorema 1. (Klarner) Sejam m, n, p inteiros positivos
dados. Se podemos cobrir um tabuleiro m x n usando
pecas 1 x p, sem sobras ou superposicoes de pegas, en-
tdo p divide m ou p divide n.

Demonstracdo. Suponha que podemos cobrir o tabu-
leiro como se pede. Para que a peca caiba no tabu-
leiro, devemos ter p < max{m, n}. Particione o tabu-
leiro em m linhas 1 x n e n colunas 1 x m, numerando
as linhas do mesmo de cima para baixo, de 1 a m, e
as colunas da esquerda para a direita, de 1 a n (como
em uma matriz m x n). Em seguida escreva, na casa
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ij do tabuleiro, o0 nimero complexo w'*/, em que
w = cis 27”. A soma de todos os niimeros escritos na
linha i é

ww+w?+...+wh
n
; w'—1
w'*t.

+
S .
|

w-1"

Somando agora para todas as linhas, podemos con-
cluir que a soma dos niimeros no tabuleiro é

iwl+l.wn_l — wz‘wn_l‘wm_l
= w-1 w-1 w-1"

Vamos calcular essa soma agora de outra maneira.
Considere uma peca 1 x p na horizontal ocupando as
casas de entradas:

@p,E+1),@+2j)...0+p-1}j).

A soma dos nimeros correspondentes a essas casas
é

wi+j+wi+1+j+wi+2+j+...wi+p_1+j _

wt l+w+...+wPh =
L wp_l
wl+].

w-1
= 0.

O mesmo argumento se aplica quando a peca estd na
vertical. Assim, como o tabuleiro pode ser coberto,
agrupando os nimeros das casas pertencentes a uma
mesma peca, podemos concluir que a soma total dos
ntmeros do tabuleiro é 0. Ou seja,

, w'—=1 w"-1_
w-1 w-1
Para que isso ocorra, devemos ter w —1 = 0 ou
w™—-1=0e assim p | n ou p| m. Para verificar que
é sempre possivel cobrir o tabuleiro quando uma de
suas dimensoes € divisivel por p, basta imitar a figura
anterior.

O

O préximo exercicio € uma aplicacao direta das
ideias da demonstracdo anterior

Exercicio 3. (Olimpiada Russa) Encontre o menor in-
teiro n tal que um tabuleiro n x n pode ser particio-
nado em subtabuleiros 40 x 40 e 49 x 49 de modo que
ambos os tipos de quadrados estejam presentes na par-
ticao.
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Solucao. Assim como na solugdo anterior, vamos con-

siderar uma numeragdo para as linhas e colunas do

tabuleiro como em uma matriz n x n e associar a cada

quadradinho (i j) o niimero complexo w'¢!, em que
27 2

w = cis$y e & = cis ﬁ. A soma total dos niimeros es-

critos no tabuleiro é

W' +w?+.. +wHE +E+...+E =
w(w”—l).f(g("—l)
w-1 -1

De modo semelhante, se (i j) é o quadradinho do canto
superior esquerdo de um quadrado k x k, entdo a soma
de todos os niimeros em seus quadradinhos é

W+ w o+ wtEY @ et
wiwk-1) k-1

w—1  &-1

0,

pois se k = 40, entdo w*—1=0 e se k=49 entao & -
1 = 0. Portanto, caso seja possivel tabuleiro com tais
quadrados, a soma de todos os ntimeros escritos deve
ser 0 e dai

ww"-1) §E"-1
: =0.
w-1 -1

Sew"™—1=0temos40|n eseé™—1=0 temos 49| n.
Para tratar desses dois casos, sejam a e b as quantida-
des de quadrados de tamanhos 40 x 40 e 49 x 49 usados
na cobertura, respectivamente. Assim, considerando o
total de quadrados cobertos, temos

n®=a-40% + b-49°.

i) Se 40 | n, temos que 40%> | b-49%, e como
mdc(40,49) = 1, segue que 40% | b. Assim, como
a e b sdo positivos, podemos estimar

n® = a-40%°+b-49°
407 - 497
(40-49)°.

\%

Dai, n é pelo menos 40-50 = 2000. Para mostrar
que é possivel cobrir um tabuleiro 2000x2000 com
tais pegas, cubra a borda esquerda e superior com
quadrados 40 x 40 como na figura a seguir.
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1960

40

40 1960

Para cobrir o restante da regido, que é um qua-
drado de lado 1960 = 40-49, crie 40 linhas e 40
colunas com espagamento de 49 quadradinhos e
cubra com 40? quadrados de lado 49.

ii) Se 49 | n, de modo semelhante ao caso anterior,
49% | a e dai n = 49-41 = 2009 > 2000.

Considerando ambos os casos, o menor valor possivel
para n é 2000.

O préximo exercicio ilustra a técnica de associarmos
funcoes geradoras a problemas de contagem.

Exercicio 4. (Olimpiada Chinesa) Encontre o niimero
de subconjuntos de{1,2,3...,2000} tais que a soma dos
elementos é divisivel por 5.

Solucdo. Antes de resolver o exercicio proposto, con-
sidere um enunciado mais simples em que queremos
apenas contar quantos subconjuntos de {1,2,3} pos-
suem soma de seus elementos igual a 3. Um solugdo
seria listar explicitamente todos os 8 subconjuntos e
calcular para cada um deles a soma de seus elemen-
tos:

@ — 0

13y — 1

2} — 2

3t — 3
1,2} — 3
1,34 — 4
2,34 — 5
{1,2,3} — 6

Considere agora o polinémio

Q1+x0+x5)A+x

WP+t +2:3 + % +x+1.

p3(x) =

Para obter a expressdo da ultima linha, utilizamos a
propriedade distributiva. Note que cada monémio de
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p3(x) pode ser associado a um subjunto de {1,2,3}.
Por exemplo, o monémio x* surge através do produto
x'-1-x3, que pode ser interpretado da seguinte forma:
no primeiro parénteses escolhemos x', no segundo néo
escolhemos x* e no terceiro escolhemos x>. Essas esco-
lhas podem ser associadas ao subconjunto {1,3}. Note
que, associadas ao mesmo monémio x°, existem duas
escolhas de subconjunto: x'-x*>-1 e1-1-x3. Por isso o
seu coeficiente na expressdo que determina p3(x) é2. E
possivel fazer uma correspondéncia biunivoca entre as
somas de elementos de subconjuntos de {1,2,3,...,n}
que valem k e os monomios x* que aparecem no de-
senvolvimento de

prx) =1 +x)1+x%)...01+x").

Assim, para resolver o problema, basta somarmos
todos os coeficientes dos mondémios x* em P2000(x)
quando k é um miultiplo de 5. Para calcular essa soma
vamos precisar das raizes quintas da unidade! Seja
w = cis %” Como w, w?, w3 e w* sdo as raizes de

1+x+x%+x3+x* =0, segue que

l+x+x°+x3+x%= (x—w)(x- wz)(x— w3)(x— w4).

Substituindo x = —1, temos
1=(1+w+w)(+w)(d+wh.

Portanto,

5 .
[Ta+w*) =
j=1

I+w(1+wHa+wHa+wha+1y = 2.
Assim,

p2ooo(w) =
399 5

k=0j=1

399
[T2 = 2*.
k=0

De modo andlogo, podemos provar que

P2000(W?) = paooo (W) = pagoo(w?) = 249,
Além disso, é fdcil ver que pappo(1) = 22000 Como
+ wk+ w?k + w4+ w** =0, se 51k, e5 em caso

contrdrio, sel = M e

1k

!
P2000(x) = )_ a;x’,
i=0
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segue que

4
Y paooo(w?)
j=0
l . . . .
Y a1+ w'+ w* + w¥ + wh)
i=0

5a;.
i=0 (mod 5)

Finalmente, o niimero que procuramos é dado por

1 & .
=Y paooo(w?)
22000 4 . 9400

5

aj
i=0 (mod 5)

A soluc¢ao do problema original

Para resolver o problema original, novamente vamos
considerar uma numeracdo para as linhas e colunas
do tabuleiro como em uma matriz 8 x 8, mas dessa
vez vamos associar a cada quadradinho (i j) o moné-
mio x’y/. A soma de todos os mondmios escritos nas
casas do tabuleiro gera o polinémio

plx,y) = (x+x2+...+x8)(y+y2+...+y8)
B x8-1 y8-1
B x-1 y-1°

Considere agora uma cobertura qualquer do tabu-
leiro e suponha que o monominé ocupa a casa (ab).
Se um triminé na posicao horizontal tem como casa
do canto esquerdo a posicdo (ij), a soma dos seus
mondmios associados é

Xyl + Xyl 20 = Xyl (14 x+ x2).

Portanto, a soma de todos os mondmios em pecas na
horizontal corresponde a um polinédmio miltiplo de
(1+ x+ x?), digamos o (1+x+ x%)g;(x,y). De modo
andlogo, a soma de todos os mondémios escritos nas
pecas na vertical é um polinémio multiplo de 1+ y +

y?, que denotaremos por (1 + y+ y?)q2(x, ). Assim,

px,y) = A+ x+x3)q1 (x, )+ A+ y+ ¥ g2 (x, y) + xyP.

Seja w = cis %” Como 1+ w+ w? = 0, podemos con-
cluir que
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ww® = pw,w)
B w-1 w-
o wr—1 w?-—
= w .
w-1 w-1
= w(w+1)>?
= 1
e
a. 2b _ 2
ww = pw,w)
swi-1 wl®-1
= w .
w-1 w?-1
B w*-1 w-1
T ow-1 w?-1
= 1.

Como w* =1 apenas quando k é um mdltipo de 3,
podemos concluir que a+ b e a+2b sdo multiplos de
3 e, consequentemente, a e b sao multiplos de 3. Isso
nos diz que as Unicas posi¢des que podem receber o
monominé em uma cobertura sdo as que estdo pin-
tadas de laranja na préxima figura e representam as
posicaes (3,3), (3,6), (6,3) e (6,6).

Para verificar que todas elas sdo possiveis, perceba
que a primeira cobertura apresentada no enunciado
nos garante que uma delas é admissivel. Agora per-
ceba que basta rodar o tabuleiro trés vezes por 90° no
sentido hordrio para obter coberturas para as outras
trés posicoes. Isso conclui a solucao.

Exercicios e sugestoes de leituras

Exercicio 5. (IME) Mostre que

n 1
) =3 [2" +2cos(nn/3)].

k=0 (mod 3) (k

Dica: Seja q(x) = (1+x)" e w = cis 2?” Quanto vale
g+ q(w) + q(w?)?

Exercicio 6. (IMO 1974) Prove que o niimero

i (2n+ 1)23k
i—o\2k+1
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ndo é divisivel por 5 para qualquer inteiro n = 0.

Dica: Perceba que 25=-2 (mod 5) e que a soma dada
tem o mesmo resto que Y.} _, (32:})(—2)’“ na divisdo
por 5. Em seguida, faca a expansdo binomial do nii-

mero (1 +iv/?2)?"*1,

Exercicio 7. (Olimpiada de Sdo Petesburgo) A sequén-
cia finita ay,ap,...,a, é chamada p-balanceada se
qualquer soma da forma ay + Qgp + Ags2p + ... € a
mesma para qualquer k = 1,2,...,p. Prove que se a
sequéncia com 50 membros é p-balanceada para p =
3,5,7,11,13,17 entdo todos estes niimeros sdo iguais a
zero.

Exercicio 8. (Formula da Multisec¢do) Se f(x) =
Yk akxk, mostre que

m-1

Z w—rSf(wSx),

1
m s=o

Z akxk =

k=r (mod m)

em que w = e*"\'™m,

Uma pergunta interessante que poderia ser feita na
linha da discussdo do problema original é determinar
de quantos modos podemos cobrir o tabuleiro 8 x 8
com 21 triminés e 1 monominé?

Para um tabuleiro 8 x8 sendo coberto apenas com do-
minds, que sao pecas 2 x 1, existem 12988816 cober-
turas dele com 32 dominds. A figura anterior ilustra
uma delas. Na referéncia [5] o leitor poderd encontrar
a seguinte (surpreendente) féormula para o niimero de
coberturas de um tabuleiro m x n com dominés:

nl)
1

O problema original é da referéncia [2]. Para aplica-
¢oes de raizes da unidade, como no Teorema de Klar-
ner, recomendamos o capitulo 13 do excelente [1].

1/2

+2icos

/4
m+1
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SIMPOSIO

Eventos DMAT
Janeiro/22 a Junho/23
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Cristina Lizana, Henrique da Costa, Roberto Sant’Anna

Introducao

Sendo esta a primeira edicdo da Revista de Mate-
matica Hipatia, faremos, nesta secao SIMPOSIO, uma
breve resenha de eventos organizados por membros
da comunidade do Departamento de Matematica do
Instituto de Matematica e Estatistica da Universidade
Federal da Bahia. Alguns deles j& aconteceram ao
longo do ano 2022 e outros irdo ser realizados neste
2023.

Vérios desses eventos tém cariter permanente, tais
como o Semindrio Café Cultural e o Programa de Ve-
rdo da Pés-graduacdo em Matemdtica. Outros sao
eventuais, realizados por diversos membros da nossa
comunidade.

Seminario Café Cultural

O Projeto Pedagégico do Curso de Matemaética da
Universidade Federal da Bahia estabelece que os es-
tudantes de graduacdo, tanto da Licenciatura como
do Bacharelado, devem ter formagdo complementar
em atividades de natureza académica, cultural, ar-
tistica, cientifica ou tecnolégica, que possibilitem a
complementa¢do da forma¢do humana e profissio-
nal, isto é tanto no dmbito do conhecimento em Ma-
tematica e em diferentes areas do saber, como no am-
bito de sua preparacdo humanistica e cultural.

Nesta perspectiva, a fim de propiciar a participa-
cdo em atividades que ampliem, enriquecam e con-
solidem sua formac¢do académica, foi criado o Semi-
ndrio Café Cultural, um ciclo de palestras de extrema
relevancia para a formagdo dos nossos alunos.
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Figura 1: Palestra online do Prof. Vinicius Mello

(UFBA).

O Café Cultural contribui na formagdo geral com-
plementar dos alunos da graduacao em Matemadtica
das instituicdes de ensino superior na cidade de Sal-
vador e regido metropolitana envolvendo outros cam-
pos de conhecimentos necessarios além da matema-
tica. As palestras do Café Cultural visam oferecer aos
participantes um ambiente propicio para cobrir es-
tas necessidades. Além disso, pretende-se atender os
principios de flexibilidade e de atualizacao, e potenci-
alizar os conhecimentos académicos, estimulando os
estudantes a participarem de projetos de iniciacao ci-
entifica, de ensino e de extensao.

O Café Cultural é um ciclo de palestras distribui-
das no decorrer do ano. Tem acontecido em edicoes
anteriores, destacando o periodo de 2016-2018 sob a
coordenacdo da professora Simone Moraes, e desde
abril de 2019 sob a coordenacdo dos professores Cris-
tina Lizana e Roberto Sant’Anna. O semindrio acon-
tece pelo menos uma vez por més, geralmente nas
quintas-feiras, no Auditério do Instituto de Matema-
tica, das 16h40 as 18h30.
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Figura 2: Mesa redonda “Mulheres na Matematica:
um olhar para o passado e o futuro”, primeiro evento
presencial apés dois anos online.
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L
Ol P s |
s rfc-'

£

.;R' "‘ 2 ~_

At

Figura 3: Mesa redonda “Torneio Meninas na Mate-
matica’.

No periodo de pandemia, o semindrio foi realizado
em formato online, permitindo a participacao de pa-
lestrantes e publico de diversos lugares. Apds o re-
torno as atividades presenciais, o Café Cultural man-
teve um formato hibrido, sendo realizadas atividades
presenciais com transmissdo ao vivo pelo canal de
YouTube do Departamento de Matemadtica, evidenci-
ando o cardter extensionista deste semindrio. Cada
palestra confere ao participante um certificado com
uma carga hordria de trés horas em Atividades Com-
plementares.

No ano de 2022, contamos com as mais diversas
atividades online e/ou presenciais. Dentre os pales-
trantes podemos citar a participacao dos professo-
res Vinicius Mello (Fig. 1), Carlos Bahiano (Fig. 5),
Vitor Aratjo (Fig. 4), do DMAT - UFBA, e do pro-
fessor Henrique Antunes do Departamento de Filo-
sofia da UFBA. Ademais, contamos com duas mesas
redondas para compartilhar experiéncias no intuito
de incentivar meninas e mulheres a estudarem mate-
madtica: “Mulheres na Matemadtica: um olhar para o
passado e o futuro” (Fig. 2), com as professoras Mar-
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Figura 4: Palestra do Prof. Vitor Aratjo (UFBA).

Figura 5: Palestra do Prof. Carlos Bahiano (UFBA).

cia Barbosa de Menezes (DMAT-UFBA) e Maria Cris-
tina Elyote Marques Santos (Projeto “Elas nas Exatas”
UNEB), e “Torneio Meninas na Matematica” (Fig. 3),
com a professora Ana Paula Chaves (UFG) e as me-
dalhistas de olimpiadas de Matematica Larissa Lemos
Afonso e Cecilia Mileski de Paula. Além disso, tive-
mos uma atividade especial com a psicoléga Luana
Machado para falar sobre a ansiedade, explicando a
sua funcionalidade e desconstruindo tabus que atra-
palham a forma como lidamos com essa emocao, en-
sinando praticas de manejo dessa emocdo da terapia
cognitiva comportamental, de forma breve e pratica.

Para mais informacgées sobre o Café Cultural po-
dem visitar o site http://cafeculturaldmat.ime.
ufba.br/ e assistir os eventos anteriores no canal
de YouTube do DMAT https://www.youtube.com/
Q@depmatufba.

Semindrio ICmat
O Semindrio ICmat nasce por iniciativa do programa
de P6s-Graduacgido em Matemadtica da UFBA. E um se-

mindrio publico e aberto a todos os estudantes da
UFBA, assim como de outras instituicdes, que este-
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jam interessados em temas abordados nos projetos
de iniciacdo cientifica, propostos pelos professores do
Instituto de Matemaética e Estatistica IME) da UFBA.

A Iniciacdo Cientifica (IC) é uma excelente oportu-
nidade para todos os alunos da graduacdo, mesmo
que ndo pretendam ser pesquisadores. A iniciacdo
permite despertar a vocacgdo cientifica e incentivar
novos talentos, assim como desenvolver habilidades
que podem ser Uteis em qualquer atividade profissi-
onal futura. Participar em projetos de iniciacdo cien-
tifica estimula o desenvolvimento do pensamento ci-
entifico e da criatividade, e serd de muita ajuda para
quem deseja continuar na vida académica e reali-
zar estudos de po6s-graduacdo (mestrado e/ou douto-
rado).

Seminario ICmat

g-Generaliza¢do da Entropia

Palestrante: Eldon Barros (DMAT/IME)
Orientador: Tertuliano Franco (DMAT/IME)

e © | Data 25/04/22
2 ° o Horario: 17h00

[ ]
Evento online

Link https://meet.google.com/ikw-evog-put D M AT
Para mais detalhes 2&3
A

http://www.dgmpmatufba br/ICmat/seminariolCmathtml %,

http://www.dmat.ufba.br/

Figura 6: Divulgacdo de palestra realizada pelo dis-
cente Eldon Barros (UFBA).

Quem tiver interesse em fazer um projeto de IC,
deve entrar em contato com algum professor da sua
universidade, ndo precisa ser feita na mesma unidade
onde estuda. E aconselhdvel que procurem professo-
res que fazem parte dos programas de pés-graduacio.
Além de ser uma oportunidade para aprender assun-
tos novos, existe a possibilidade de conseguir bolsas
de IC.

O Semindrio ICmat, organizado no ano de 2022 pe-
los professores Diego Catalano Ferraioli, Dirk Erhard
e Thiago Bomfim, tem o objetivo de oferecer um es-
paco para interagir entre aqueles que participam de
projetos de IC relacionados a Matematica e os demais
estudantes da graduacao, divulgando os trabalhos re-
alizados por cada estudante, estimulando uma troca
de experiéncias e promovendo um maior amadureci-
mento cientifico dos participantes.

No periodo 2022.1 foram realizadas 10 palestras
por discentes envolvidos em projetos de IC vincula-
dos a projetos de professores do DMAT. Para mais de-
talhes, podem visitar o site http://dgmp.mat.ufba.

Volume 1, Nimero 1

br/ICmat/seminarioICmat.html e ver os resumos
de projetos de outros discentes que podem chamar a
sua atencdo. Se voce tiver interesse, pode visitar o site
da Pés-graduacdo em Matemdtica e ver a lista dos do-
centes e dreas de pesquisa https://pgmat.ufba.br.
Para mais informacdo sobre o PIBIC acesse o site
https://pibic.ufba.br.

Dinamica Arretada

O Dinamica Arretada é um semindrio interinstituci-
onal de Sistemas Dinamicos, Teoria Ergédica e 4reas
afins de universidades do Nordeste, que visa contri-
buir na integracao e consolidacdo da comunidade di-
namicista da regido Nordeste do Brasil.

O comité organizador do Dindmica Arretada é
conformado pelos professores Carlos Bocker (UFPB),
Cristina Lizana (UFBA), Davi Lima (UFAL), ftalo
Dowell (UFPI), Mauricio Poletti (UFC), Ricardo Borto-
lotti (UFPE), Vanessa Ramos (UFMA), Vilton Pinheiro
(UFBA), Wagner Ranter (UFAL), e Yuri Lima (UFC).

DinamicagAygetaga (30/Set/20):Vitor Aradjo

On Exponential Convergence for
Lorenz-like attractors
Can we avoid smoothness of the stable foliation?

V. Aratjo
Instituto de Matemética, Universidade Federal da Bahia

Seminar “Dinamica Arretada”, September 2020

Figura 7: Primeira palestra do Dindmica Arretada mi-
nistrada pelo Prof. Vitor Aratjo (UFBA).

O semindrio surgiu como uma iniciativa para inte-
grar os pesquisadores em Sistemas Dindmicos da re-
gido Nordeste, o primeiro encontro tendo ocorrido no
dia 30 de setembro de 2020. O evento € realizado na
dltima quarta-feira de cada més em formato online,
o que facilita a participacdo de pesquisadores e alu-
nos de diversas instituicoes e lugares, com uma par-
ticipagdo média por evento de 20-30 pessoas. Em
pouco mais de dois anos que tem o Dinamica Arre-
tada, tem sido realizados mais de 19 palestras com
diversos pesquisadores, tanto jovens como mais ex-
perientes, e dando especial atencao a regionalidade e
subrepresentatividade de género, contando também
com convidados internacionais renomados.

Para mais detalhes sobre os eventos passados
podem visitar o site https://sites.google.
com/view/dinamicaarretada e o canal de You-
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Tube https://www.youtube.com/channel/UC_
TMtw6P8aAz5S1KqEmowSQ, onde sdo mantidas as
gravacgoes das palestras.

Seminario Internacional de Matema-
tica

A grande proliferacao de seminérios e eventos de ma-
temadtica em inglés, tem limitado o crescimento e for-
talecimento de semindrios em espanhol e portugués
a nivel internacional, o que tem ocasionado que mui-
tos alunos nos paises latino-americanos que nao fa-
lam inglés fiquem em desvantagem no acesso a pa-
lestras com pesquisadores internacionais. Além disso,
pela crise causada pela pandemia, os semindrios pre-
senciais foram cancelados ao longo dos anos 2020 e
2021, e passaram a ser realizados em formato online,
muitas vezes dando preferéncia ao inglés, ao invés de
dar prioridade aos idiomas falados na grande maioria
dos paises no continente americano.

Visando dar apoio frente & necessidade da comu-
nidade matemadtica latino-americana, os professores
Tomdés Guardia, Universidade Gonzaga nos Estados
Unidos, e Cristina Lizana, Universidade Federal da
Bahia no Brasil, organizaram um semindrio com ca-
réter internacional, com o objetivo de criar um es-
paco de encontro e interacdo entre os matematicos
de diversos paises latino-americanos, tendo destaque
a participacao de matematicos do Brasil, Venezuela,
Estados Unidos e outros paises da regio.

Assim, as palestras do Semindrio Internacional de
Matematica visam oferecer aos participantes um am-
biente propicio para a integracdo e consolidacdo da
comunidade matemdtica Latinoamericana, e dar vi-
sibilidade aos semindrios em espanhol e portugués
principalmente.

Seminario Internacional de Matematica - Felipe Linares

Dispersive blow-up and persistence properties for the
Schrodinger-Korteweg-de Vries system

Felipe Linares

IMPA
Rio de Janeiro

Seminario Internacional de Matematica
September 11, 2020

Figura 8: Primeira palestra do Semindrio Internacio-
nal de Matemética ministrada pelo Prof. Felipe Lina-
res (IMPA).

Esse semindrio teve inicio em setembro de 2020.
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No periodo de pouco mais de dois anos, foram re-
alizadas mais de 41 palestras, em mais de 13 4reas
distintas da matemaética com convidados dos mais di-
versos paises e instituicoes. O evento € realizado nas
sextas-feiras, atualmente com frequéncia quinzenal,
no formato online, o que tem facilitado a participacao
de palestrantes convidados de mais de 30 instituicoes
diferentes, localizadas em mais de 10 paises distintos,
em distintos continentes, assim como a participacdo
de matematicos das mais diversas nacionalidades lo-
calizados em distintos lugares do mundo. A partici-
pacdo média por evento é de 20-30 pessoas.

Para mais sobre o Semindrio Internaci-
onal de Matemdtica basta acessar o site
https://sites.google.com/view/semintmat/ e
o canal de YouTube https://www.youtube.com/
O@seminariointmat2020, onde sdao mantidas as
gravacoes das palestras anteriores.

OBMEP-2022

A OBMEP (Olimpiada Brasileira de Matemadtica das
Escolas Publicas) é um projeto nacional dirigido as
escolas publicas (e privadas) brasileiras e possui uma
sede regional em Salvador, abrangendo 9 municipios
da regido metropolitana. O Prof. Roberto Sant’Anna,
do IME - UFBA é coordenador regional da OBMEP
nesses municipios.

Figura 9: Na foto: o diretor do Instituto de Mate-
madtica e Estatistica - UFBA, Prof. Evandro dos San-
tos; o coordenador regional da OBMEP, Prof. Roberto
Sant’Anna

No ano de 2022, mais de 540 escolas de ensino fun-
damental e médio participaram da competicao, resul-
tando num engajamento de quase 10 mil estudantes,
em sua maioria, da rede publica, que foram classifi-
cados para as provas de 22 fase. Isso resultou num
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total de 58 estudantes medalhistas das escolas publi-
cas, incluindo ouro, prata e bronze. Os medalhistas
de ouro participardo da Cerimoénia de Premiacao Na-
cional, com direito a viagem de avido e hospedagem
em hotel. As provas da OBMEP sao realizadas em di-
versos colégios dos municipios envolvidos, mesmo al-
guns de dificil acesso, em zona rural, ou até colégios
de unidades prisionais. Além disso, uma quantidade
cada vez maior de estudantes com algum tipo de de-
ficiéncia visual tem tido a oportunidade de participar
das provas. Dessa forma, vemos como esse projeto
tem trazido inclusao social e contribuido para melho-
rar a vida de milhares de estudantes, ndo apenas na
Bahia, mas também por todo o Brasil, razdo pela qual
a UFBA tem dado total apoio e incentivado a realiza-
¢ao das atividades relacionadas com a OBMEDP, muitas
das quais ocorrem dentro dos muros da prépria Uni-
versidade.

Figura 10: Cerimonia de Premiacdo Regional da OB-
MEP, edicdo 162 , realizada em 1 de dezembro de
2022, no Auditério A do PAF I no Campus de Ondina
da UFBA.

Tradicionalmente, a OBMEP atende estudantes do
62 ano do Ensino Fundamental ao 32 série do En-
sino Médio. Entretanto, em 2022 o certame ampliou
o seu campo de atuacdo, vindo a englobar também
os estudantes do 22 ao 52 ano do Ensino Fundamen-
tal, por meio da OBMEP Mirim, a qual teve entdo a
sua primeira edicdo. Mais de 70 escolas participa-
ram nos 9 municipios da Regional BAO1, e a reacao
por parte dos estudantes foi muito receptiva. O coor-
denador Roberto Sant’Anna participou recentemente
de uma das Cerimoénias de Premiacdo da OBMEP Mi-
rim, dessa vez, ocorrida em Madre de Deus, e pode
ver de perto o entusiasmo nos rostos dos pequenos
estudantes, os quais certamente possuem um futuro
brilhante pela frente.
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Encontro de Matematica - EMAT

O Encontro de Matematica da UFBA (EMAT) é um
evento tradicionalmente organizado pelos estudantes
dos cursos de graduacdo em Matemadtica da UFBA,
com o apoio do corpo diretor do Instituto de Mate-
madtica e Estatistica da UFBA (IME), do Departamento
de Matemadtica (DMAT) e do Colegiado de Matemaé-
tica (COLMAT).

Caracterizado pela integracdo entre graduandos,
professores, ex-alunos e colegas de outras institui-
¢oes, o Encontro, com 17 edicdes ja realizadas,
notabiliza-se pela qualidade e diversidade do con-
teado apresentado, visando enriquecer o conheci-
mento dos participantes, com a abordagem de temas
pouco presentes no curriculo académico, discutir as
perspectivas para o futuro de um licenciado ou ba-
charel em Matemadtica, entre outros temas.

Com sede no IME, o evento passou por um hiato
de 6 anos, desde a sua 142 edicdo, vindo a retornar
em 2018, sob estimulo dos professores do IME, para
que houvesse o envolvimento dos alunos na organi-
zagdo. A atuacdo de estudantes como Jemima Sena
e Raphael Dantas (hoje ja formados) nesse periodo
foi de fundamental importancia para que o Encontro
voltasse a ser realizado.

O EMAT tipicamente conta com palestras, minicur-
sos, apresentacdes orais e de posteres, mesas redon-
das, além de proporcionar a visita de membros da co-
munidade externa para o ambiente da Universidade.

T —

Figura 11: Cerimonia de abertura da XVII EMAT, reali-
zada em 26 de setembro de 2022 no Auditério do IME
no Campus de Ondina da UFBA.

Durante a realizacao do XVII Encontro de Matema-
tica, que ocorreu em setembro de 2022, foi realizada
a visita de estudantes de escolas puiblicas ao IME. Na
ocasido, os estudantes participaram de exposi¢oes do
Laboratério de Ensino de Matematica e Estatistica da
UFBA (LEMA), coordenadas pelas professoras Cristi-
ana Valente (DMAT) e Denise Viola (DEST) e também

Revista de Matematica Hipatia 39



participaram de atividades da Olimp{iada Brasileira de
Matemadtica para as Escolas Publicas (OBMEP), pro-
porcionadas pelos professores Otdvio Menezes, Ro-
berto Sant’Anna e Samuel Feitosa. Ao todo, mais de
160 estudantes visitaram as instalagdes do IME na
ocasido.

Esse tipo de acdo é muito importante pois a Uni-
versidade, enquanto instituicdo publica e social, esta
abrindo suas portas para tocar a comunidade externa,
com acdes visando a melhoria do ensino e a motiva-
cdo individual dos alunos para os estudos. Por um
lado, isto contribui para melhorar a perspectiva da so-
ciedade com respeito a Universidade, o que € particu-
larmente ttil em momentos de desgaste da estrutura
da educagdo publica. Por outro lado, visitas como
essas demonstram ter um efeito motivador e inspi-
rador nos jovens estudantes, permitindo a eles des-
cobrir novas possibilidades (académicas) que nunca
imaginaram antes, haja vista que para muitos deles
a Universidade Publica nem é vista como uma opc¢ao
para o futuro.

Professores de Matematica da rede basica de Sal-
vador, e também de alguns municipios da regido
metropolitana, tém demonstrado crescente interesse
em participar juntamente com seus alunos de agoes
desse tipo e estreitar o contato deles com o ambi-
ente da Universidade. Espera-se que em futuras edi-
¢oes do Encontro a participagdo deles se amplie e seja
mais evidente.

E possivel obter mais informacées sobre o EMAT e
se manter atualizado sobre as préximas edi¢des aces-
sando o site http://www.encontrodematematica.
ime.ufba.br/ ou acessando a conta no Instagram
@encontromatematicaufba.

Encontro Conjunto Brasil-Portugal em
Matematica

Cooperacao e colaboracao sao elementos fundamen-
tais para pesquisadores de qualquer area e, principal-
mente quando se trata de matemadtica, ter uma rede
de contatos e de discussdes é essencial para o de-
senvolvimento e aprimoramento de trabalhos, sejam
tedricos ou aplicados. Com isso em mente, o Encon-
tro Conjunto Brasil-Portugal em Matemdtica teve sua
edicdo de 2022 sediada em Salvador, a primeira capi-
tal do Brasil, no campus da UFBA em Ondina.

O evento contou com mais de 200 inscritos e com
a programacao de plendrias de pesquisadores de am-
bos paises, incluindo uma sessao especial de Artur
Avila, medalhista Fields em 2014. Foram ainda rea-
lizadas mais de duas dezenas de sessdes temaéticas e
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apresentacao de posteres.

Mais informacgbes sobre o Encontro Conjunto
Brasil-Portugal em Matemadtica acesse o site https:
//sites.google.com/view/ecbpm/.

XX Encontro Brasileiro de Logica

O Encontro Brasileiro de Légica (EBL) é o principal
evento de divulgacdo promovido pela Sociedade Bra-
sileira de Légica (SBL) e sua vigésima edicdo foi sedi-
ada na UFBA, na cidade de Salvador, entre os dias 12
a 16 de Setembro de 2022.

O EBL congrega pesquisadores de diferentes areas
de atuacdo da légica e representa uma importante
reunido para a comunidade do Brasil e de toda Amé-
rica Latina. Fundamentos da Computacao Cientifica,
Inteligéncia Artificial, Logica Algébrica, Logica Clas-
sica e Ndo-Cléssica, Logica Filoséfica e Teoria de Con-
juntos sdo exemplos de tépicos discutidos durante o
Encontro.

O encontro ainda conteve a Escola de Légica (Lo-
gic School), com minicursos oferecidos com intuito
de apresentar tépicos para alunos de graduacao e
mestrado que tenham interesse em estudar 16gica, e
também o Primeiro Workshop de Légica para Alunos
do Ensino Fundamental (I WOLF) que, associado ao
curso de Onda Digital do Instituto de Computac¢do da
UFBA, visa estimular o pensamento légico e critico a
partir da légica de argumentos para estudantes com
idades entre 13 e 15 anos.

Para maiores detalhes sobre o XX EBL ou sobre a
SBL, o leitor pode acessar os sites https://eb12021.
ufba.br/index.html e http://sbl.org.br/, res-
pectivamente.
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Verao 2023 - Semanas Tematicas

Ah, o verdo! Uma época 6tima para pegar um sol, cur-
tir uma viagem e, claro, aprender matemadtica! Os cur-
sos de verdo sdo eventos esperados de diversos cur-
sos de pés-graduacdo do Brasil e ndo poderia ser di-
ferente no Instituto de Matematica e Estatistica (IME)
da UFBA.

O tradicional evento possui mais de 35 edicdes e
na edi¢do de 2023 foram oferecidas disciplinas a nivel
de mestrado e doutorado e foram organizadas sema-
nas temadticas pelos grupos de pesquisa do IME. Con-
forme implementado durante a pandemia de COVID-
19, as disciplinas ofertadas foram de caréater online, o
que encoraja a participacdo de estudantes de diver-
sos estados do Brasil, adicionando diversos temperos
a mistura.

PROGRAMA DE VERAO
PGMAT UFBA -2023

Salvador, de 03 de janeiro até 03 de marco

Semanas Tematicas Disciplinas
- Algebra e Topologia Algébrica Mestrado
- Equacdes Diferenciais Parciais Algebra Linear
- Geometria Diferencial Teoria da Medida
- Logica Matematica Métodos Estatisticos
- Sistemas Dinamicos

Doutorado
Analise Funcional

Inscricbes - O1 de novembro até 12 de dezembro de 2022
www.verao.ime.ufba.br verao.ime@ufba.br

.ﬁ COMISSAO ORGANIZADORA W&

{ Jaime Leonardo Orjuela Chamorro (DMAT-IME)
' Otavio de Macedo Menezes (DMAT-IME)
Roberto Freitas Parente (DCI-IC)

Carlos Alberto Raposo da Cunha (DMAT-IME)

1

As semanas temadticas tiveram espaco nas instala-
¢coes do IME, em Salvador-BA, e dispuseram de pales-
tras contemplando as areas de Equagdes Diferenciais
Parciais, Sistemas Dinamicos, Léogica, Topologia e Te-
oria dos Conjuntos, Algebra e Topologia Algébrica, e
Geometria Diferencial e Fisica Matemadtica. Algumas
semanas temadticas ainda contaram com a realizagdo
de minicursos oferecidos por professores da UFBA e
de outras instituicdes.

O Programa de Verdo do IME-UFBA tem a pagina
da internet http://verao.ime.ufba.br/. Edicoes
passadas também podem ser acessadas pelo web-
site, bem como as informacdes sobre o Verdo 2024,
quando estiver préximo! Mais informagdes sobre a
Programa de P6s-graduacao em Matemadtica da UFBA
podem ser encontradas em https://pgmat.ufba.
br/.
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PAPIC

O Programa de Apoio a Projetos e Iniciacdo Cienti-
fica em Matemadtica professora Eliza Maria Ferreira
Veras da Silva (PAPIC) é uma iniciativa a fim de fi-
nanciar projetos de Educac¢do Bésica e de Iniciacdo
Cientifica que utilizam da Matemadtica como aliada
na luta antirracista. O Programa é coordenado pe-
las professoras Manuela da Silva Souza (IME/UFBA)
e Simone Maria de Moraes (IME/UFBA) e também
pelos professores Carlos Eduardo Nogueira Bahiano
(IME/UFBA), Elen Deise Assis Barbosa (IME/UFBA)
e Evandro Carlos Ferreira dos Santos (IME/UFBA) e
pela professora Andreia Maria Pereira de Oliveira da
Faculdade de Educac¢ao (FACED).

O financiamento do projeto faz parte do programa
de incentivo a pesquisa do Instituto Serrapilheira ga-
rantido ao professor Dirk Erhard (IME/UFBA). A pro-
fessora Eliza Maria Ferreira Veras da Silva foi a pri-
meira docente do, na época, Instituto de Matematica
da UFBA a concluir o doutorado e é também consi-
derada a primeira mulher negra brasileira a obter o
titulo de doutora em Matematica.

O programa teve seu primeiro edital encerrado em
outubro de 2022, os projetos financiados iniciaram
em marco deste ano com vigéncia de doze meses. O
edital para o ano de 2023 encerrou suas inscri¢cdes no
dia 10 de marco de 2023 e os projetos tiveram inicio
em abril.

Informacdes sobre o programa, resulta-
dos e editais podem ser obtidos no site
https://papicelizaferreira.ufba.br/.

Workshop Nordestino de Sistemas Di-
namicos

O Workshop Nordestino de Sistemas Dindmicos é
um evento cientifico na drea de Sistemas Dinamicos,
mais especificamente com foco em hiperbolicidade
nao-uniforme, hiperbolicidade parcial, sistemas ro-
bustamente transitivos, expoentes de Lyapunov, me-

Revista de Matematica Hipatia 41



didas de maxima entropia, renormalizacdo, forma-
lismo termodindmico, fluxos geodésicos e bilhares.

O evento ocorreu em formato totalmente presen-
cial na Universidade Federal da Bahia em Salvador-BA
no periodo de 28 a 30 de junho de 2023. O workshop
contou com 12 palestras com duracdo aproximada
de 50 minutos cada, distribuidas em 3 dias. Tive-
mos convidados de diversas instituicdes a nivel naci-
onal, pesquisadores renomeados a nivel internacional
na area e também jovens pesquisadores da drea. O
evento visou fortalecer o polo de Sistemas Dindmicos
na regido Nordeste do Brasil. Teve entre as palestras
momentos para discussdo sobre os temas apresen-
tados entre os participantes do evento, assim como
uma sessao de poster para divulgacdo dos trabalhos
de alunos de pés-graduacao, incentivando a intera-
¢do entre alunos e pesquisadores e fomentando a ge-
ragdo de novos projetos.

O evento faz parte das atividades planejadas no
marco fisico vinculado ao projeto “Pesquisa integrada
em Sistemas Dinamicos na Bahia e Ceard”, projeto
406750/2021-1 financiado por CNPq/MCTI/ENDCT
pelo periodo 03/02/2022 28/02/2025, e contou com
o apoio financeiro do INCTMat.

Para mais informacdes sobre o Workshop Nor-
destino de Sistemas Dindmicos, e outras atividades
do Grupo de Pesquisas de Sistemas Dinamicos
da UFBA, basta acessar o site https://sites.
google.com/view/dynamicalsystemsufba/
workshop—nordestino-de-sistemas-dinédmicos.
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Cristina Lizana é venezuelana, com
graduacdo e mestrado em Matemaética
pela Universidad de Los Andes-ULA
(Venezuela), e doutorado em Matema-
tica pelo IMPA (Brasil). Foi profes-
sora da ULA(2004-2017) e trabalha na
UFBA desde 2018. Pesquisa na area
de Sistemas Dinadmicos, atuando principalmente em
Dinamica Parcialmente Hiperbdlica e mapas robus-
tamente transitivos. O seu hobby é a fotografia e a
estreita relacao desta com a matematica.

Henrique da Costa é mineiro, cursou
graduacdo e pds-graduacdo no ICMC-
USP em Sdo Carlos, interior de Sao
Paulo, e estd na UFBA em Salvador
desde 2016. Atua na area de pesquisa
em andlise, mais precisamente siste-
mas dindmicos nao-lineares e equa-
¢oes diferenciais parciais. Estuda piano e jogos de
cartas e tabuleiro como hobby. Foi cabeludo durante
a pandemia, no entanto nao se atreveu a ser padeiro.

Roberto Sant’‘Anna é nascido e cri-
ado em Salvador, Bahia. E doutor
em Matemadtica Pura pela UFBA e atu-
almente é professor adjunto no Ins-
tituto de Matemadtica Estatistica da
UFBA e também Coordenador Regio-
nal da OBMEP. Tem realizado pesqui-
sas na temdtica de Otimizacdo Ergé-
dica, dentro da area de Sistemas Dinamicos e tam-
bém tem atuado em diversos projetos tendo em vis-
tas a divulgacdo da Matemadtica. Nas horas vagas,
é amante da musica e busca através dela se expres-
sar por meio do teclado ou piano, instrumentos que
tanto admira.
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EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE
PROBLEMA

Contando Paralelogramos
e Outros Problemas

[EEEEER

ERERERERER R ERIERER R SRIEE!

Ao contrério de outras dreas da atividade humana,
um PROBLEMA em Matemética pode ser uma fonte de
diversdo. Nesta secdo, convidamos os leitores a pen-
sarem em algums problemas, de variados niveis de
dificuldade, e a enviarem suas solucdes para serem
publicadas nas préximas edicoes.

Problemas Universitarios

Problema 1. Uma malha triangular é formada pela
decomposicdo de um tridngulo equildtero de lado 5
em 5° tridngulos equilateros de lado 1, como indi-
cado na figura. Determine o ntimero de paralelogra-
mos que podem ser desenhados por segmentos que
formam a malha.

Problema 2. Determine a quantidade de ntmeros
reais x que satisfazem a equacdo:

2Y4% 4 og, x = 251,

Problema 3. Seja a um inteiro positivo tal que

1 1 1 a
I+=+=+...+—=—.
2 3 25 25!

Encontre o resto de a na divisdo por 13.
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Problema 4. Um hexdgono regular de lado 1 esta
inscrito na intersecdo de duas parédbolas idénticas,
mas que estdo orientadas em direcdes opostas, i.e.,
uma é simétrica a outra em relacdo a reta que passa
pelos seus pontos de intersecao. Encontre a drea da
regido sombreada, ou seja, a drea que estd entre as
parabolas, mas que é externa ao hexdgono.

Problema 5. Calcule o valor da soma

g (KPHk+D k+ n

S= 2(1)

Problema 6. Sejam a e b ntimeros reais com a < b
e sejam f,g: [a,b] — (0,+00) funcdes continuas tais
b

b
quef f(x)dx:/ g(x)dx, mas f # g. Defina

(f( ))n+1
In—/;l —(g(x)) dx, VneN.

Mostre que a sequéncia (I,),cy € crescente e que

lim I, =+oo.
n—+oo
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Problemas de Matematica Elementar

Problema 7. Na figura a seguir, ABCD e AEFG sao
quadrados. O segmento BE mede 5cm. Encontre a
drea do retangulo sombreado.

B bSen B C

Problema 8. Na figura a seguir, cada quadradinho
representa uma cadeira. Note que as quantidades de
cadeiras consecutivas de uma mesma cor correspon-
dem apenas aos nimeros 1 e 3, que sdo impares.

O T 17

De quantas maneiras podemos colocar 12 cadeiras
em fila, cada uma sendo da cor branca ou cinza, de
tal modo que as quantidades de cadeiras consecuti-
vas pintadas de uma mesma cor sejam sempre nime-
ros impares?
Problema 9. Na figura a seguir, X é um ponto no
interior do triangulo equildtero ABCe Y, W e Z sdo
os pés das perpendiculares de X aos lados AC, BC e
AB, respectivamente.

a) Se XY =k, XZ =2k, XW =4k e a area do qua-
drildtero AY XZ é 13 cm?, encontre a area do tri-
angulo ABC.

b) Se XY =ak, XZ =bk e XW = ck, encontre a ra-
z3a0 entre as dreas do tridngulo ABC e do quadri-
latero AY X Z.
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Caso queira compartilhar sua solu¢do de alguns
dos problemas acima com nossos leitores, envie uma
mensagem com o seu texto e nome completo para
hipatia@ufba.br.
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COLOFON

Esta edi¢dao contou com a colaboracdo dos seguintes alunos:

ﬂ

2

Amanda dos Santos Braga é ilustradora, gra-
duanda em Design pela Escola de Belas Artes
(UFBA) e atualmente é estagidria do NEX-IME.
Sua drea de interesse é branding, editorial e slow
design.

Eldon Barros dos Reis Junior é graduando em
Bacharelado em Matemadtica pela Universidade
Federal da Bahia (UFBA) e atua como bolsista
no Programa Institucional de Bolsas de Inicia-
cao Cientifica (PIBIC) na drea de Probabilidade
com o projeto “Método da Entropia Relativa e g-
Entropia”.

Helena Beatriz Jesus Gomes é graduanda em
Licenciatura em Matemadtica pela Universidade
Federal da Bahia (UFBA). E membro do Grupo
de Estudos e Pesquisas em Didética e Educacao
Matematica Inclusiva (UFCG). Sua area de inte-
resse é Educacao Matemadtica Inclusiva e Tecno-
logia no Ensino de Matemética.

Pedro Henrique Bitencourt é graduando em De-
sign pela UFBA. Ex-aluno de Estatistica pela
UFBA, atualmente é estagidrio do IME, respon-
savel pela redes sociais do DEST. Area de es-
tudo em identidade visual, arte publicitaria e

arte para tatuagem.

Taise Lara de Souza Jorge é licenciada em Ma-
temaética pela UFBA e mestranda em Educacao
pela UFES. Realiza pesquisa na drea de Media-
cao Pedagogica e Alfabetizacao Matemaética sob
a perspectiva do Numeramento, amparada na
Educacgao Critica e Educacao Matematica Cri-
tica.
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