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Figura 1: Uma triangulacao propriamente colorida do
tridngulo A. Vocé consegue localizar todos os subtri-
angulos cujos vértices possuem as trés cores?

Uma das intencodes de termos uma secdo chamada
TEOREMA nesta revista é permitir que o autor fale de
seu resultado matemadtico favorito de uma maneira
mais informal e pessoal do que estamos acostuma-
dos. Portanto, pedindo licenca para usar a primeira
pessoa, mas prometendo nao abusar dessa permis-
sdo, afirmo que meu teorema favorito é o “Lema de
Sperner”.

Vamos comecgar com um exemplo. Suponha que
um dado tridngulo A = (v, v1, v2) esteja triangulado,
ou seja, subdividido em tridngulos menores de modo
que dois tridangulos quaisquer ou sdo disjuntos, ou se
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intersectam em um vértice ou aresta comum, cOmo
na figura[l] Agora vamos colorir os vértices vy, v1 € V2
com trés cores distintas, digamos vermelho, verde e
azul, e todos os demais vértices dos triangulos meno-
res também com as mesmas cores, de maneira arbi-
tréria, com a tnica condicao que os vértices interiores
de uma aresta de (vg, v1, v2) ndo podem ter a mesma
cor do vértice oposto a ela (por exemplo, os vértices
sobre a aresta (vg,v;) podem ter a cor de vy ou de
v1, mas ndo a cor de vp). O Lema de Sperner afirma
que, sob essas condicdes, ao menos um dos tridngulos
menores tem seus vértices coloridos com as trés cores
distintas. Destacamos na figura [2] todos os tridngulos
completos da figura [l ou seja, aqueles cujos vértices
estdo coloridos com todas as trés cores.

Meu objetivo neste artigo é contar um pouco da
histéria deste lema de aparéncia tao singela, explicar
por que ele é meu teorema favorito, demonstra-lo, de
mais de uma maneira, e, j& que trata-se de um lema,
usd-lo para esboc¢ar a demonstracdo de um famoso
teorema.

Historia

Entre 1910 e 1912, o célebre matemadtico holandés
L.E.J. Brouwer publicou uma sequéncia de resultados
que respondiam vdrias perguntas da parte da Mate-
matica que entdo ainda era chamada de “Analysis Si-
tus” (gracas aos trabalhos de H. Poincaré publicados
entre 1899 e 1904), mas que depois viria a se chamar
Topologia. Um desses resultados € o

Teorema (da Invariancia da Dimensdo). Se R™ é ho-
meomorfo a R", entdo m = n.
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Figura 2: Triangulacao de A com todos o0s 5 subtrian-
gulos completos destacados.

A demonstracdo desse teorema afastou de vez as
preocupacdes geradas por certos objetos “patoldgi-
cos”, tais como a curva de Peano, uma curva conti-
nua (um objeto unidimensional) que passa por todos
os pontos de um quadrado (um objeto bidimensio-
nal). O Teorema da Invaridncia da Dimensdo mostra
que ndo pode haver uma correspondéncia entre pon-
tos de um intervalo da reta e pontos de um quadrado,
por exemplo, que seja a0 mesmo tempo bijetiva, con-
tinua e com inversa continua.

Segundo J. Dieudonné [7, p. 161],

...[Brouwer] usou sua descoberta [as
aproximacoes simpliciais] para definir rigo-
rosamente a no¢ao de grau de uma aplica-
¢do continua, e entdo prosseguiu, através
das constru¢des mais fantasticamente com-
plicadas, baseando-se exclusivamente nesta
nocdo, até provar os celebrados “Teoremas
de Brouwer”.

Nos anos seguintes, as técnicas de Brouwer foram as-
similadas até que, em 1928, Emanuel Sperner, um jo-
vem de 23 anos de idade, provou o Teorema da Invari-
ancia da Dimensao usando o lema que leva seu nome
[23], ou seja, com técnicas elementares, se compara-
das as empregadas por Brouwer.

Vamos introduzir algumas definicdes para poder
enunciar o Lema de Spernelﬂ de maneira mais pre-
cisa. O operador de face 0; aplicado a um triangulo
A = (v, 11, V2) obtém a aresta oposta ao i-ésimo vér-
tice. Por exemplo, 9gA = (v, 1v2), 01A = (vy,12) €

LExiste uma outra proposicdo também devida a Sperner, a qual
descreve as maiores familias possiveis de conjuntos finitos, ne-
nhum dos quais contém quaisquer outros conjuntos na familia,
que por vezes também é chamada “Lema de Sperner”.
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02A = (vg,v1). Seja T uma triangulacdo do tridngulo
A. Suponha que para cada vértice v de T associemos
um rétulo L(v) no conjunto {0, 1,2} (podemos usar co-
res nas figuras para representar esses rétulos). Dize-
mos que uma funcdo de rotulagdo L é prépria se

vEN;A=> L) #1,

ou seja, os vértices em uma aresta de A ndo podem
ter o mesmo rétulo do vértice oposto a aresta. Um
tridngulo 7 = (v;, vj, vx) € T € completo com relagdo a
funcao de rotulacao L se

{L(vi), L(v)), L(vg)} =1{0,1,2},

ou seja, os vértices de T possuem todos os rotulos. A
versao bidimensional do Lema de Sperner que apre-
sentamos na introdugao fica assim:

Lema (de Sperner, n=2). Qualquer rotulagdo propria
de uma triangulagdo de um triangulo possui ao menos
um tridngulo completo.

Para o caso n = 3, teriamos uma triangulacao T de
um tetraedro A, ou seja, uma decomposicdo de A em
uma colecdo de tetraedros menores que ou sao dis-
juntos ou se intersectam em um vértice, aresta ou
face comum a ambos. O operador de face funcionaria
de maneira andloga, por exemplo, dado o tetraedro
A = (vg,v1, V2, v3), 02A é a face (vy, 11, v3), € a funcdo
de rotulacao associaria a cada vértice da triangulacdo
um numero no conjunto {0,1,2,3}.

Sperner formulou seu teorema no caso geral uti-
lizando a nocdo de simplexo n-dimensional ou (n-
simplexo). Um 0-simplexo é um ponto, 1-simplexo
é um segmento de reta, um 2-simplexo é um trian-
gulo, um 3-simplexo é um tetraedro e assim por di-
ante. Além disso, se observarmos a figura |2, vemos
que ndo ha apenas um tridngulo completo, mas um
numero impar deles. Fazendo as devidas adaptacoes,
chegamos assim a redacgdo final do Lema:

Lema (de Sperner, caso geral). Qualquer rotulagdo
propria de uma triangulacdo de um n-simplexo pos-
sui um ntimero impar de n-simplexos completos.

Recomendo a referéncia [17] para quem tiver inte-
resse em entender melhor o enunciado geral do Lema
de Sperner em termos de simplexos, mas aqui vamos
nos limitar ao caso bidimensional, que é suficiente
para entender o caso geral.

Um ano apés a publicacdo do Lema de Sperner,
Knaster, Kuratowski e Mazurkiewicz o aplicaram para
provar outro famoso teorema de Brouwer, o
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Teorema (do Ponto Fixo de Brouwer). Uma aplicagéio
continua f : B" — B™ da bola n-dimensional em si
mesma possui ao menos um ponto fixo, ou seja, existe
um p € B" tal que f (p) = p.

O Teorema do Ponto Fixo de Brouwer possui por
si s6 inimeras aplicacdes [20], mas mesmo assim o
Lema de Sperner ja foi usado para demonstrar, dire-
tamente ou com ligeiras adaptacdes, varios outros te-
oremas importantes da Matematica, tais como o Teo-
rema de Perron-Frobenius [9], o Teorema Fundamen-
tal da Algebra [15] e o Teorema da Bola Cabeluda [14],
além de ter encontrado aplicacOes interessantes na
Teoria dos Jogos e na Economia [24]. O ciclo se fe-
chou quando Yoseloff mostrou em 1974 que o Lema
de Sperner pode ser demonstrado por meio do Teo-
rema do Ponto Fixo de Brouwer [25], estabelecendo-
se assim uma interessante equivaléncia entre eles.

Devido a seu cardter elementar e pictérico e as suas
variadas aplicacdes, o Lema de Sperner é muito po-
pular em videos de divulgacdo matematica ([8, 21} 2],
por exemplo) e em trabalhos de conclusdo de curso e
dissertacdes de mestrado. Por exemplo, localizei duas
dissertagoes de PROFMAT sobre o tema [6, 5], a se-
gunda delas orientada pelo prof. Joseph Yartey, nosso
colega de departamento.

Minha histéria Meu primeiro contato com o Lema
de Sperner foi através do livro “A Combinatorial Intro-
duction to Topology”, de Michael Henle [10], ainda no
comec¢o do meu doutorado em Computacao Gréfica,
ou mais exatamente em Modelagem Geométrica, que
é o ramo da Computacdo Grafica que estuda méto-
dos e algoritmos para a representacdo de formas, tais
como curvas e superficies. O objeto mais bésico da
Modelagem Geométrica sao as malhas de tridngulos,
que sdo na verdade complexos simpliciais, como Vi-
ria a aprender, e o livro de Henle contém tudo que eu
precisava saber sobre o bésico de topologia combina-
téria. Lembro de ter ficado particularmente impressi-
onado com sua demonstracao do Teorema do Ponto
Fixo de Brouwer através do Lema de Sperner.

A minha tese de doutorado [19] acabou sendo so-
bre subdivisdo e deformacdo de malhas de tridngu-
los (e de pseudovariedades combinatorias, em geral)
e na parte de deformacdo eu tive a oportunidade de
aplicar o Lema de Sperner para demonstrar uma certa
propriedade (essencialmente a sobrejetividade da de-
formacdo), o que me deixou muito feliz.

Dei uma palestra sobre o Lema de Sperner no MAT-
FEST da Universidade Federal de Alagoas em 2007 e
confesso ter ficado um pouco apreensivo, pois o prof.
Nicolau Saldanha, primeiro brasileiro a ganhar uma
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medalha de ouro na Olimpiada Internacional de Ma-
temadtica e grande topologista, estava na audiéncia,
assistindo a tudo impassivel. La pelas tantas, eu es-
tava jogando, contra o computador, o “Jogo de Sper-
ner”, no qual os jogadores colocam fichas coloridas
alternadamente num tabuleiro triangular e de acordo
com as regras do Lema de Sperner, de modo que o
perdedor é aquele que formar o primeiro tridngulo
completo. Jogando é forma de dizer, pois eu estava
apenas clicando meio aleatoriamente nas casas, de
tdo nervoso. Até que em dado momento eu passei
a clicar e clicar, sem que nada acontecesse. Depois
de alguns longos e desconfortaveis segundos de silén-
cio, eu constatei que havia vencido o jogo e gritei, le-
vantando os bracos: “Ganhei!”, arrancando risadas da
plateia, inclusive do prof. Nicolau, o que serviu para
“quebrar o gelo”.

Demonstracao

Vamos agora a demonstracdo mais simples do Lema.
Trata-se de uma aplicacao do principio da contagem
dupla, no qual contamos uma mesma quantidade de
duas maneiras diferentes para chegar a um resultado.

Vamos considerar inicialmente a versdao unidimen-
sional do Lema de Sperner. Nela temos um segmento
S subdividido e com os vértices coloridos com duas
cores, sendo que os vértices extremos de S possuem
cores diferentes, como neste exemplo:

‘e oo oo

Queremos contar o nimero de subsegmentos que
possuem vértices de cores distintas, quantidade que
denotaremos por #O—@ (no caso acima, #0—@ = 5).
Para tanto, vamos contar uma outra quantidade (e
aqui estd o “truque” de Sperner). Seja F(o) o niimero
de vértices verdes do subsegmento o. Claramente,

F@o—0)=2
Fo—@) =1
F@—0)=1
F(@—@) =0.

Vamos contar

Y F(o),

g€eS
ou seja, o numero de vértices verdes contados por
subsegmento, de duas maneiras. Por um lado, como
subsegmentos da forma @—@ nao contribuem para
o total, temos que

Y F(o) = #0—@+2 x #0—0, (1)

g€eS
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onde #O—@ denota o nimero de subsegmentos com
os dois vértices verdes. Por outro lado, percebemos
que cada vértice verde interior é contado duas vezes
em ) ;s F(0), ja que € incidente a exatamente dois
subsegmentos, ao passo que o vértice verde na fron-
teira de S é contado uma tnica vez, assim

Z F(o) =#(® na fronteira)
o€S 2)
+ 2 x #(© no interior) .

Igualando as equacdes (1) e (2) e considerando a con-
gruéncia médulo 2, temos que

#0—@=1 (mod 2), 3)

donde concluimos que #&—@ é impar.
O caso bidimensional é bem parecido. Queremos

contar
s

ou seja o ntimero de tridngulos completos. No caso
da figura[2} temos que

# &:5.

Seja F(r) o nimero de segmentos do tipo
subtriangulo 7. Claramente,

F&:z
F/_\ZZ
F&:I.

e F(t) = 0 nos demais casos. Assim,

Y F(o)=# &Jrzx# &+2x# Ny @
TeT

Por outro lado, percebemos que as arestas do tipo

—@ no interior de T sao incidentes a exatamente
dois subtridngulos, enquanto as arestas do tipo ©—@
na fronteira de T sdo incidentes a exatamente um
subtriangulo, donde

—@ no

Z F(1) =#(0—@ na fronteira)
TeT (5)
+ 2 x # (0—@ no interior) .

Comparando as equacgdes (4) e (5) e tomando-as mé-
dulo 2, temos que

# & = # (0—@ na fronteira) (mod 2).
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Mas pelo caso unidimensional, ou seja, pela equagdo
concluimos que

# &z 1 (mod 2),

que é exatamente a tese do Lema de Sperner, o nu-
mero de tridngulos completos é impar. Observamos
também o padrao indutivo que pode ser usado para
demonstrar o Lema para qualquer dimensao n.

\
/
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Figura 3: Triangulacdo de A com todos os 5 subtri-
angulos completos destacados de acordo com a ori-
entacdo: se ao percorrer os vértices no sentido anti-
horério (resp. hordrio) encontramos as cores verme-
lho, verde e azul, nesta ordem, dizemos que o subtri-
angulo tem orientacdo positiva (resp. negativa).

Orientacdo E possivel refinar o resultado do Lema
de Sperner usando a nocao de orientagdo (como es-
tabelecido em [3]). Na figura |3} destacamos em azul
claro os tridngulos completos nos quais as cores ver-
melho, verde e azul aparecem nesta ordem no sentido
anti-hordrio e em vermelho claro os tridngulos com-
pletos nos quais as cores vermelho, verde e azul apa-
recem nesta ordem no sentido hordrio. Podemos ob-
servar que o nimero de tridngulos rotulados com ori-
entacdo positiva (os azuis) é uma unidade a mais que
os com orientag¢do negativa (os vermelhos) (e por-
tanto o total de triangulos completos é impar).

A demonstracado desse fato é bem semelhante a que
fizemos acima. Vamos comecar com o caso unidi-
mensional. Vamos definir G(o) para um subsegmento
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o da seguinte forma:

GO—0)=1+(-1)=0

GO—@ =1
G@—0)=-1
G(@—@) =0,

ou seja, G(o) conta o total de vértices verdes em o de
acordo com sua posicdo: um vértice a esquerda conta
1 e a direita, —1. Assim,

Y Glo) = #0—@ - #@—0, 6)

o€eS
ja que os segmentos @—O e @—@ nio contribuem
para o total. Note que estamos distinguindo agora os
tipos de segmentos completos ©—@ e @—© . Por
outro lado, cada vértice verde interior contribui em
Y sesG(o) com +1 para o segmento a sua direita e
com —1 para o segmento a sua esquerda, enquanto
o vértice verde da fronteira de S contribui com 1, de
modo que

)" G(0) =1+0x #(® no interior). (7)

o€S

Igualando as equagdes (6) e (7), concluimos que
#O0—@ - #@—0 = 1. 8)

Vamos agora ao caso bidimensional. Seja G(7)
quantas vezes o segmento @—@ aparece na fronteira
do tridngulo 7, no sentido anti-hordrio, contando a
orientac¢do, ou seja,

G &:1
GA -1

G Q:1+(—1):0
gra

=(-1)+1=0

etc. Assim,

Y Ga)=# é —# ﬁ
TeT
+0x# & +0x# /AN

Por outro lado, cada subsegmento @—@ no interior
de T contribui com sinais opostos para seus subtrian-
gulos incidentes, donde

©)

Z G(1) = #(©—@ na fronteira)
TeT — # (@O na fronteira) (10)

+0 x # (©—@ no interior).
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Igualando as equagdes (9) e (10), vemos que

# &—#A = # (0—@ na fronteira)

—# (@—0 na fronteira)
=1,

pela equacdo (8). O padréo indutivo estd claro e po-
demos enunciar outra versao do Lema de Sperner:

Lema (de Sperner, caso orientado). Em qualquer
rotulagdo prépria de uma triangulacdo de um n-
simplexo, o niimero de n-simplexos completos com
orientacdo positiva excede em uma unidade o niimero
de n-simplexos completos com orientacdo negativa.

Outras Demonstracoes

/994\/>g<<

Figura 4: Podemos também usar cores para colorir
certas arestas do grafo de adjacéncia da triangulacdo
e assim observar certos padroes.

Vérias outras demonstracoes do Lema de Sperner
sdo conhecidas. Vamos comentar algumas delas.

Uma demonstracdo bastante intuitiva envolve um
certo grafo construido a partir da triangulacdo. Va-
mos pensar nos subsegmentos do tipo @—® como
portas que dao acesso a quartos, que sdo os subtrian-
gulos de T que possuem ao menos uma porta. Ob-
viamente os quartos possuem ou duas portas (como

A e & ), ou uma unica porta (como é ),

0s quais sdo certamente triangulos completos. Con-
temple a figura[d] por um momento e veja os segmen-
tos azuis que atravessam as portas e que represen-
tam os caminhos possiveis pelos quartos. Se entrar-
mos por uma das portas da fronteira, ou acabaremos
voltando para o exterior do tridngulo, ou chegaremos
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em um quarto com uma Unica porta (que é um trian-
gulo completo). Mas existe um niimero impar de por-
tas na fronteira, como j4 vimos, portanto certamente
algum desses caminhos nos levard a um quarto sem
portas e assim encontramos um triangulo completo!
Por outro lado, se entrdssemos em um dos quartos
com uma Unica porta (talvez pelo telhado) e seguis-
semos as portas, ou chegariamos a uma das portas
da fronteira, que sdo em ntmero impar, ou a outro
quarto com uma Unica porta. Assim, temos necessa-
riamente um nimero impar de tridngulos completos.
Uma demonstracdo completa usando esse argumento
pode ser vista em [4].

\
/
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Figura 5: Instante ¢t = 0.02 da anima¢do do movi-
mento dos vértices da triangulacdo em direcdo aos
vértices de mesma cor nos cantos de A.

Um belo argumento “animado” envolvendo 4rea foi
descoberto recentemente [I8]. A ideia é mover si-
multaneamene todos os vértices v; da triangulacao T
para os vértices de mesma cor que estdo nos cantos
do tridngulo maior (os vértices vy, v; e v2), ao longo
de segmentos de reta. Ou seja, consideramos as tri-
angulacoes T'(f) que possuem as mesmas relacoes de
incidéncia que T mas cujos vértices sao da forma

vi() =10 -Dv; +tvrw,),

com ¢t variando continuamente no intervalo [0,1].
Quando t = 0, temos a triangulacdo original da fi-
gura Para t = 0.02 e t = 0.06 temos as triangula-
coes das figuras [] e [6} respectivamente. Note como
os vértices vao sendo “atraidos” para os vértices do
tridngulo maior de mesma cor. Seja agora A(f) a
soma das dreas (com sinal) de todos os subtridngulos
de T(t), onde estamos supondo que os subtridngulos
de T'(0) = T estejam orientados positivamente e que
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Figura 6: Instante ¢t = 0.06 da animacdo do movi-
mento dos vértices da triangulacao em direcdao aos
vértices de mesma cor nos cantos de A.

A(0) = 1. Lembro que a drea com sinal de um trian-
gulo (A, B, C) é dada pelo determinante

Jror o
Area(A,B,C)=~| Ay By Cx
Ay BJ’ CJ’

Como a triangulagdo é prépria, os vértices sobre as
arestas “deslizam” sobre elas e os vértices internos
permanecem contidos no tridngulo durante o movi-
mento, de modo que T'(t) é sempre uma triangulacdo
do mesmo tridngulo inicial. Também € intuitivo que a
drea A(f) é sempre unitdria, pelo menos para ¢ em um
intervalo [0, fy], com £y > 0 suficientemente pequeno,
pois os vértices ndao tém “tempo” neste periodo de
atravessar arestas. Mas como A(#) é um polinémio
em t (verifique!), isso significa que A(t) é constante,
ou seja A(t) =1, para todo ¢ € [0,1]. Vamos ver qual o
valor de A(1). Ora, os subtridngulos ndo completos
de T(1) sdo colapsados em vértices ou arestas, que
possuem édrea nula. Somente os subtridngulos com-
pletos contribuem para a soma, aqueles cujos rétulos
possuem orientacao positiva contribuem com +1, ja
que assumimos que o tridngulo maior também pos-
sui orienta¢do positiva, enquanto aqueles cujos rétu-
los possuem orientacado negativa contribuem com —1.
E assim obtemos exatamente o resultado do caso ori-
entado do Lema de Sperner: o nimero de simplexos
completos com orientacdo positiva excede em uma
unidade o niimero de simplexos completos com ori-
entacao negativa!

Como dissemos, Yoseloff [25] mostrou que o Lema
de Sperner pode ser demonstrado usando-se o Teo-
rema do Ponto Fixo de Brouwer. Mais exatamente,
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ele mostrou que se o Lema de Sperner fosse falso,
seria possivel construir uma aplicacdo continua de
um simplexo em si mesmo que ndo possuisse pon-
tos fixos, o que seria uma contradicdo. Como estou
mais interessado em argumentos elementares, nao
vou considerar essa classe de demonstragoes indire-
tas aqui.

Uma outra demonstracao elementar foi feita 2 anos
antes da de Sperner! Isso mesmo, o Lema de Sper-
ner é essencialmente equivalente ao Lema de Alexan-
der, provado em 1926, histéria bem contada em [12].
Em resumo, Alexander produziu um extensa teoria
sobre propriedades das aplicagoes simpliciais (aplica-
¢oes entre complexos simpliciais que levam simple-
xos em simplexos) e uma delas é justamente o Lema
que leva seu nome. Os lemas sdo equivalentes, mas
h4 uma diferenca crucial, que explica o sucesso do
Lema de Sperner: o Lema de Sperner trata de rotu-
lacdes dos vértices, ou seja, inteiros associados aos
vértices, os quais podem ser interpretados de varias
maneiras, o que torna sua aplicabilidade maior, en-
quanto o Lema de Alexander é sobre aplicacdes que
levam vértices em vértices, o que é algo mais especi-
fico. Além disso, o Lema de Sperner é autocontido,
enquanto o Lema de Alexander é o resultado de uma
longa sequéncia de defini¢des e proposicoes auxilia-
res. Recomendo a referéncia acima para quem tiver
interesse nos detalhes. £

“Minha Demonstracao”

Nao poderia terminar de falar das demonstracées do
Lema de Sperner sem falar da “minha demonstracao”.
N3ao posso garantir que seja original, mas nunca a vi
escrita antes. A ideia é mostrar que uma subdivisdo
cria ou destréi tridngulos completos aos pares.

Vamos inicialmente subdividir um tridngulo rotu-
lado 7 em trés subtridngulos, inserindo um vértice v
em seu interior, o que chamamos de subdivisdo cen-
tral. Temos que considerar trés casos. (i) Se T é com-
pleto, apenas um dos subtridngulos serd completo
também, qualquer que seja a cor de v, uma vez que
os outros dois necessariamente compartilham uma
aresta com duas cores iguais:

AN \\

(ii) Se T é quase completo, ou seja, falta apenas uma
cor para ser completo, uma subdivisdo central com

2Existem também generalizacoes do Lema de Sperner que fo-
ram descobertas por Tucker e Fan (ver [22]).
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a insercao de um vértice desta cor faltante produzira
dois subtriangulos completos:

/N\— A

Note que neste caso os subtridngulos completos tém
orientacdes opostas. A inser¢do de um vértice de ou-
tra cor ndo pode produzir tridngulos completos. Fi-
nalmente, (iii) se 7 ndo é nem completo nem quase
completo, a inser¢do de um novo vértice ndo pode
criar tridngulos completos. Assim, uma subdivisdo
central ou ndo altera o numero de tridngulos com-
pletos, ou aumenta o niimero em 2. Se levarmos em
conta a orientac¢ao, temos que uma subdivisdo central
ndo altera a soma algébrica das orientacoes.

Outra subdivisdo possivel é uma subdivisdo de uma
aresta €. Ao invés de considerar todos os casos pos-
siveis, vamos implementar uma subdivisdo de aresta
usando subdivisdes centrais e uma fusdo de vértices.
Temos dois casos: (i) se a aresta € for interna, para
subdividi-la criando um vértice v em seu interior, va-
mos inicialmente aplicar uma subdivisdo central em
cada um dos tridngulos incidentes a ela inserindo vér-
tices v’ e v” da mesma cor de v:

/N A
\VAR 4

Como ja vimos, isso ndo altera a paridade do niimero
de tridngulos completos ou a soma algébrica de suas
orientacdes. Agora vamos “mover” os dois vértices v’
e v" em direcdo a v para fundi-los em um tnico vér-

A A
\

Note que a fusdo dos vértices provoca o colapso dos
dois tridngulos incidentes a aresta €, mas é claro que
um deles é completo se, e somente se, 0 outro tam-
bém €, portanto essa fusédo de vértices também pre-
serva a paridade do ntmero de tridngulos completos
ou a soma algébrica de suas orientacdes. (ii) Se a
aresta € for de fronteira, para subdividi-la inserindo
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um vértice v em seu interior, também efetuamos pri-
meiro uma subdivisdo central no tridngulo incidente
a €, inserindo um vértice v’ da mesma cor de v:

A~ A

Mas, como € é de fronteira, a cor de v (e v') ndo pode
ser igual a do vértice de A oposto a aresta que contém
€, portanto o triangulo colapsado quando fundimos v
e V' é necessariamente nédo completo:

A .

E também a paridade do niimero de tridngulos com-
pletos ou a soma algébrica de suas orientacdes € in-
variante.

Essas operacdes de subdivisdo sdao denominadas
subdivisoes estelares [16]. No caso, estamos combi-
nando uma subdivisao estelar com uma atribuicdo de
rétulo (ou cor) ao vértice inserido, ou seja, estamos
construindo uma funcao de rotulacdo L;;; a partir de
L; a medida que subdividimos a triangulacdo T; para
obter a triangulacdo T;.;. Vamos chamar essa com-
binacdo de subdivisdo estelar com rotulacdo. Dize-
mos que uma subdivisdo estelar com rotulacdo apli-
cada a uma triangulacdo de um simplexo é propria se
o rétulo do vértice inserido obedece as condicdes do
Lema de Sperner, ou seja, se a funcao de rotulacdo
L;+y é propria sempre que L; é propria. Vamos cha-
mar de Ty a triangulacao do n-simplexo A que con-
tém um tnico n-simplexo e Ly uma funcao de rotula-
¢do completa definida nos n+ 1 vértices de Ty (por-
tanto Tp tem um Unico tridngulo completo). Pode-
mos resumir o que encontramos da seguinte forma: a
paridade do niimero de n-simplexos completos (ou a
soma algébrica de suas orientacdes) de uma triangu-
lacdo prépria de um n-simplexo € invariante por sub-
divisdes estelares préprias, donde chegamos ao se-
guinte

Lema (de Sperner, versdo estelar). Se (Ty,,Ly;) é um
par triangulagdo-rotulagdo obtido de (Ty, Ly) por uma
sequéncia de m subdivisoes estelares proprias, entdo
existe um niimero impar de n-simplexos completos em
(Tyn, L) (ou o numero de simplexos completos com
orientagdo positiva em (Tp,, Ly,) excede em uma uni-
dade o niimero de simplexos completos com orienta-
¢do negativa).

A versdo estelar do Lema de Sperner pode parecer
mais fraca que as outras versdes que vimos, pois se
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/\L
4

Figura 7: Exemplo de como podemos produzir tri-
angulacdes arbitrariamente refinadas com subdivi-
sOes estelares: a partir do triangulo inicial (cima,
esquerda), aplicamos uma subdivisao central (cima,
centro) e em seguida uma subdivisdo de aresta, para
cada aresta do tridngulo inicial, obtendo a primeira
iteracdo da subdivisdo baricéntrica (cima, direita). O
processo é repetido para cada subtriangulo da pri-
meira iteracdo e obtemos a segunda iteracao (baixo,
direita).

aplica apenas a triangula¢des obtidas através de uma
sequéncia de subdivisbes estelares. Mas, em geral,
esse é o caso nas aplicacdes do Lema de Sperner EL
com frequéncia usamos subdivisées baricéntricas, por
exemplo, que podem ser expressas em termos de sub-
divisoes estelares (ver figura[7).

Gosto desse argumento porque ele é quase 6bvio:
uma quantidade de objetos é impar porque ela é o
resultado de um processo que, comecando de um ob-
jeto, sempre acrescenta ou remove pares de objetos.

O Teorema do Ponto Fixo de Brouwer

Vamos agora esbogar brevemente a demonstracdo
do Teorema do Ponto Fixo de Brouwer através do
Lema de Sperner. Vamos considerar apenas o caso
de uma aplicacdo continua f : A — A do tridngulo
A = (vg,v1,12) em si mesmo. Para poder aplicar
o Lema de Sperner, precisamos atribuir um rétulo
L(v) € {0,1,2} aos vértices das triangulacdes que va-
mos construir. Essa atribui¢do fica mais simples se
usarmos coordenadas baricéntricas. Cada ponto p €
A pode ser localizado de maneira tnica pelo vetor

3Além disso, toda triangulacdo de um n-simplexo pode ser ob-
tida através de uma sequéncia de subdivisdes estelares e suas in-
versas. Isso foi demonstrado por Newman, no caso combinatoério,
e por Morelli e Wlodarczyk, no caso geométrico. Mas esses resul-
tados sao dificeis (cf. Secao 2 de [13]).
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w(p) = (wo(p), w1(p), w2(p)), com

_ Area(p, v, U2)

wolp) = Area(vy, v1, U2)
_ Area(vy, p, V2)
wilp) = Area(vy, v1, U2)
Arealvg, v1, p)
wy(p) = P

Area(vy, v1, v2)’
onde claramente w; =0 e
wo(p) + wi(p) + wa(p) = 1.

Também é fAcil verificar que um ponto p estd na
aresta ;A se, e somente se, w;(p) =0.
Vamos definir agora a func¢ao

g(p)=(go(p), g1(p), &(p),

com
go(p) = wo(f(p)) — wo(p)
gi(p)=wi(f(p))—wi(p)
g&(p) = war(f(p) —w2(p).
Note que

gop)+g1(p)+g(p)=1-1=0 (11

e g(p) =(0,0,0) se, e somente se p = f(p), ou seja, se
p é um ponto fixo de f. Esse vetor g(p) é o vetor que
liga p a f(p) expresso em coordenadas baricéntricas
e que, intuitivamente, aponta para o interior, sempre
que p estd sobre a fronteira de A.

Suponha agora que p ndo é um ponto fixo, de
modo que nem todas as coordenadas de g(p) sdo nu-
las. Pela equacao (11), ao menos uma das coordena-
das de g(p) é negativa e ao menos uma € positiva.
Seja L(p) o indice da menor coordenada de g(p) (se
existirem duas coordenadas iguais e negativas, seja
L(p) o menor dos indices). Assim,

8Ly (p) <O0.

Se p estd na aresta 0;A, entdo w;(p) =0 e consequen-
temente g;(p) = w;(f(p)) =0, que ndo é um valor ne-
gativo, portanto i é diferente de L(p), logo

ped;iA= L(p) #1,

que é a condicao para uma rotulacao ser prépria.

Se p é um ponto fixo, por acaso, atribuimos a L(p)
um indice arbitrario que garanta que a rotulacao seja
prépria. Por exemplo, podemos fazer L(p) =0se p ¢
0oA e L(p) =1, caso contrario.
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Em qualquer dos casos, temos que a funcao de ro-
tulacdo L satisfaz

8Lp(p) =0. (12)

Vamos construir agora uma sequéncia T; de trian-
gulacdes de A que vao ficando cada vez mais refina-
das a medida que i cresce, ou seja, T; é tal que o dia-
metro do subtridngulo de maior didmetro de T; tende
a zero quando i tende a infinito. Podemos obter essa
sequéncia tomando sucessivas subdivisdes baricén-
tricas do tridngulo A, por exemplo.

Rotulando os vértices de cada T; com a funcao L e
aplicando o Lema de Sperner, obtemos uma sequén-
cia de tridngulos completos 7; € T; cujos didmetros
tendem a zero quando i tende a infinito. Facamos
pj,i o vértice de 7; rotulado com o indice j (assim,
L(pj ) = J) e p; o baricentro de 7;, ou seja,

_PoitpLit P
i— —3 .

Como A é um conjunto compacto, p; possui uma
subsequéncia convergente, de modo que, passando a
uma subsequéncia de p; se necessario, podemos as-
sumir que p; converge para um certo ponto p.

Vamos mostrar que este ponto p é um ponto fixo
de f. Como o didmetro de 7; tende a zero, isso sig-
nifica que seus vértices p;; também convergem para
p. Ora, como g é uma func¢do continua, segue que
glp j,,-) converge para g(p). Mas pela equacio ,
gj(pj,i) <0, portanto g;(p) <0 e pela equacado ,
a tnica chance disso ocorrer € se g(p) = (0,0,0), logo
p é um ponto fixo.

Esse argumento é uma adaptacao do que li no livro
de M. Henle citado acima. Mas é possivel demons-
trar o Teorema de Brouwer usando o Lema de Sperner
também usando a ideia de retracdo [11] ou a ideia de
cobertura de fechados (1], que foi o método usado por
Knaster, Kuratowski e Mazurkiewicz na década de 20,
0 que mostra mais uma vez a flexibilidade do Lema
de Sperner.

Conclusao

Acho que ficou claro o quanto gosto do Lema de
Sperner. Espero que este artigo sirva para desper-
tar o interesse pelo “Meu Teorema Favorito” e pela
Matemadtica em geral nas novas geracdes. Algu-
mas das figuras exibidas neste artigo foram gera-
das manipulando um site interativo que desenvolvi
e que estd diponivel em https://observablehq.
com/@vinicius-mello/sperners—lemma.
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